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SAZETAK

DVODIMENZIJSKI LINEARNI DINAMICKI SUSTAVI

Dvodimenzijski linearni dinamicki sustavi vazni su i ucestali u znanosti i inZenjerstvu (drugi
Newtonov zakon gibanja gibanja, jednadzba RLC kruga u elektrotehnici, jednadzbe mnogih
harmonickih oscilatora). U ovom radu ¢e se predstaviti nacin racunalnog rjeSavanja takvih
sustava, crtanja njihovih trajektorija i faznih portreta, i grupiranje takvih sustava u
karakteristi€ne skupine ovisno o njihovom ponaSanju. Svi sustavi rijeSeni su u racunalnom

programu Matlab R2018a uz dodatak Symbolic Math Toolbox-a.

Kljucne rijeci: dvodimenzijski linearni dinamicki sustavi, trajektorije, fazni portreti, Matlab



ABSTRACT

PLANAR LINEAR DYNAMICAL SYSTEMS

Planar linear dynamical systems are important and frequent in science and engineering
(Newton's second law of motion, the equation for an RLC circuit in electrical engineering,
equations of many harmonic oscillators). In this paper a method of solving such systems by
computer will be presented, the way their trajectories and phase portraits can be drawn, and
grouping such systems into characteristic groups depending on the way they behave. All
systems are solved in the computer program Matlab R2018a with the addition of the Symbolic

Math Toolbox.

Key words: Two dimensional linear dynamical systems, trajectories, phase portraits, Matlab
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1. UVOD

Dvodimenzijski dinamicki sustav je sustav dviju varijabli (x iy) za koji
vrijedi x" = f(x,y,t) iy = f(x,y,t), pri Cemu je t vrijeme, x' = dx/dt (brzina
promjene varijable x) i ¥y’ = dy/dt (brzina promjene varijable y). Matematicki
gledano to je sustav od dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe. Kada su funkcije f i g
linearne, ti su sustavi linearni. S obzirom na to, dvodimenzijski linearni dinamicki
sustavi opisuju dvije varijable kojima brzine promjene u vremenu linearno ovise o

njima.
2. OPCI DIO

2.1 Dvodimenzijski problem
Sustav diferencijalnih jednadZzbi povezani je skup diferencijalnih jednadzbi oblika:
x1 = f1(t, x4, X2, er ) X))
Xy = fo(t, %1, X5, o) Xp)
(1)
X5, = fo(t, %1, X3, o, Xp).

U tome sustavu f; su funkcije n + 1 realnih varijabli x4, x;,...,x, 1 t. Ako nije
drugalije navedeno, pretpostavlja se da su f; glatke funkcije, tj. parcijalne derivacije
svih redova postoje, 1 ujedno su neprekinute.

X1

Ako se uzme da je X = ( :
xn

f1(t, x4, x5, o0, X))
i shodno tome F(t,X) = : ,
[ (t, X1, X, ooy Xp)

sustav (1) se moze zapisati kao:



X'@®) =F(tX®). )
RjeSenje takvog sustava oblika je X(t) = (x,(t),...,x,(t)). Ako se sve funkcije f;
toga sustava mogu zapisati tako da ne ovise o varijabli t, sustav je autonoman.
Kada za takav sustav vrijedi da je n = 2, sustav je dvodimenzijski.

Dvodimenzijski realni autonomni sustavi mogu se zapisati kao:

dx/dt = f(x,y)

dy/dt = g(x,y). ®
Sustav (3) se moze zapisati i kao dX/dt = F(X), pri¢emu je X = (x,y),a
F(X)=F(x,y)=({(x,¥),9(x,¥)). F(x,y) definira vektor kod kojeg su x- iy-
komponente f(x,y) i g(x,y). Ako se ishodiSte toga vektora postavi u tocku (x,y),
onda je skup svih takvih vektora vektorsko polje sustava. Da ne bi doslo do
preklapanja pojedinih vektora vektorskog polja, za graficki prikaz vektorskog polja
vektori se ponekad zamjenjuju vektorima ekvivalentnim s obzirom na smjer,

orijentaciju i ishodiste, a konstantnih po veli¢ini. Tako dobiveno vektorsko naziva se

poljem smjera.

2.2 Trajektorije i ravnoteZne tocke

Trajektorije (orbite, putanje) i ravnotezne (fiksne, stacionarne) tocke vazni su
elementi dinamickih sustava koji daju uvid u ponaSanje takvih sustava. U ovom radu
promatrat ¢e se iskljucivo trajektorije, ravnotezne tocke i fazni portreti sustava (3).

Pri postojanju pocetnih uvjeta sustava x(0) 1 y(0), sustav ima jedinstveno rjeSenje
koje je oblika (x(t),t(t)). RjeSenje se Cesto predocava pripadnom trajektorijom.
Trajektorija je skup svih toc¢aka (x(t),y(t)) zat = 0 u x, y ravnini (slika 1.) To je

krivulja koja pocinje u tocki (x(0), y(0)).



(x(®), y(1))

(x(0),¥(0))

\ 4

Slika 1. Trajektorija nekog sustava (3) s pocetnom tockom u (x(0), y(0))

Za trajektorije opCenito vrijedi sljedece:

1. Dvije trajektorije ili su jednake ili disjunktne (kao podskupovi ravnine), t;.
ako se uzme bilo koja toCka trajektorije kao pocetna tocka, krivulja se ne mijenja,
nego samo dolazi do pomaka u vremenu.

2. Svakom tockom ravnine prolazi neka trajektorija.

Postoji 1 poseban slucaj trajektorije koji se sastoji od samo jedne toCke sustava. Ta je
tocka onda nuzno i ravnotezna tocka sustava.

Ravnotezna tocka sustava (3) je tocka (X,y) koja zadovoljava uvjet f(X,y) =
g(x,y) = 0. Drugim rije¢ima to je tocka u kojoj su brzine promjene i varijable x i
varijable y jednake nuli. Kada je sustav u jednom trenutku u ravnoteznoj tocki, on
zauvijek u njoj i ostaje.

Ako svaka trajektorija sustava koja pocinje blizu ravnotezne tocke ostaje blizu nje,
ona se onda zove stabilnom ravnoteZnom to¢kom. Ravnotezna tocka za koje to ne
vrijedi naziva se nestabilnom ravnoteZnom to¢kom.

Ako svaka orbita koja se nalazi u blizini ravnotezne tocke konvergira prema njoj, tada

se ta ravnotezna toCka naziva asimptotski stabilnom ravnoteZnom toc¢kom.



Ako sustav nije u ravnotezi, onda postoji nekoliko moguénosti daljnjeg tijeka
njegovog ponasanja:
1. Sustav se niti vraca niti udaljava od ravnotezne tocke, nego kruzi oko nje.

Tada je ravnotezna tocka stabilna, i to srediSte (centar) (slika 2.)

Slika 2. Srediste

2. Sustav se udaljava od ravnotezne tocke. Tada je ravnoteZzna tocka

nestabilna, i to izvor (odbijajuca tocka). Izvor moze biti €vor ili ZariSte.

(a) (b)

Slika 3. Izvor - ¢vor (a), izvor - zariste (b)



3. Sustav se vraca u ravnotezu. Tada je ravnotezna tocka asimptotski stabilna,

i to ponor (atraktor). Ponor moze biti ¢vor ili Zariste (slika 4.).

(a) (b)

Slika 4. Ponor - ¢vor (a), ponor - zariste (b)

4. Sustav se u nekim slu¢ajevima vraca u ravnotezu, a u nekim se slucajevima

udaljava od nje. Tada je ravnotezna tocka nestabilna, i to sedlo (sedlasta tocka) (slika

5.).

Slika 5. Sedlo



Svi spomenuti pojmovi su lokalni, tj. vrijede samo pri nekoj udaljenosti od ravnotezne
tocke. Ako pak vrijede za sve toc¢ke koje se razmatraju u sustavu, tada su globalni (to
¢e biti kod linearnih sustava).

Da bi se prikazao globalni karakter sustava, nekoliko se karakteristi¢nih trajektorija
sustava graficki prikazuje, Sto se onda naziva faznim portretom, a uz koji se ¢esto

dodaje i vektorsko polje.

2.3 Linearni sustavi

Sustav (3) linearan je kada su funkcije f i1 g linearne, tj. kada se sustav (3) moze
zapisati kao:

dx/dt = ax + by
)

dy/dt = cx + dy.
U takvome su sustavu a, b, ¢ i d konstante. Te se konstante nazivaju parametrima
sustava i mogu se zapisati matricom:
b
A= (Ccl d)'

Takva se matrica u ovom kontekstu naziva matricom Kkoeficijenata, odnosno
matricom sustava, a takav se sustav moze pojednostavljeno zapisati kao X' = AX.
Kvalitativno ponasanje sustava (4) ovisit ¢e iskljuivo o parametrima sustava, a
vrijednost A koja objedinjuje parametre sustava naziva se svojstvenom vrijednoscu,
tj. rjeSenjem karakteristi¢ne jednadzbe:

A% —(a+ d)A+ (ad — bc) = 0. (5)

U tom slucaju rjeSenja su jednaka:

_a+d¥/(a+d)?—4(ad — bc) (6)

1,2 — 2




Kada je ad — bc = 0, tada je jedno rjeSenje karakteristicne jednadzbe jednako nuli, a
drugo je neki realan broj. Za sve daljnje sustave uvijek se pretpostavlja da je
ad — bc # 0, odnosno da nijedno rjeSenje karakteristicne jednadzbe nije jednako
nuli.
Kroz rad se prate dva osnovna slucaja:
1. RjeSenja karakteristicne jednadzbe dva su realna i razli¢ita broja, tj.
zadovoljavaju uvjet:
(a + d)?> — 4(ad — bc) > 0. (7)
2. Rjesenja karakteristi¢ne jednadzbe dva su kompleksno konjugirana broja, t;.
zadovoljavaju uvjet:
(a +d)? —4(ad — bc) < 0. (8)
Prvi slucaj je karakteristican po tome Sto fazni portreti sadrze dva pravca koja se
sijeku u ishodistu, a na kojima ujedno leze linearno neovisni svojstveni vektori
sustava. Svojstveni vektori V; 1V, su vektori razli¢iti od nule koji zadovoljavaju
uvjete AV, = 4,V 1 AV, = A,V,, odnosno uvjete:
AVyp =15V, )
I jedan i drugi slucaj dijele se na podslucajeve ovisno o njihovoj matrici sustava, te
svaki od tih podsluc¢ajeva ima karakteristicnu vrstu ravnotezne tocke koja je

specificna za njega.

2.3.1 Sustavi kod kojih su rjeSenja karakteristicne jednadZbe realna i
razli¢ita: (a + d)? — 4(ad — bc) > 0
Sustavi koji zadovoljavaju uvjet pod (7) dalje se dijele na sustave koji su

karakteristi¢ni s obzirom na karakter (vrstu) njihove ravnotezne tocke:



1. (Sedlo) Sustav kod kojeg je jedno rjeSenje karakteristicne jednadzbe vece
od nule, a drugo manje od nule, odnosno:

ad —bc <0. (10)

N

(a)

0 2
1 -1

Slika 6. Fazni portret sedla ((a) shema; (b) za sustav A = (

trajektorije idu prema ravnoteznoj tocki, a ve¢ina se udaljava od nje

2. (Ponor - ¢vor) Sustav kod kojeg su oba rjeSenja karakteristicne jednadzbe
manja od nule, odnosno:

ad —bc >0ia+d <0 (11)
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¢vor) Sustav kod kojeg su oba rjeSenja karakteristi¢ne jednadzbe
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2.3.2 Sustavi kod kojih su rjeSenja karakteristicne jednadZbe kompleksno

konjugirani brojevi: (a + d)? — 4(ad — bc) < 0

Sustavi koji zadovoljavaju uvjet (8) dalje se dijele na sustave koji su karakteristicni s

obzirom na karakter (vrstu) njihove ravnotezne tocke:

1. (Srediste) Sustav kojem je realna komponenta rjeSenja karakteristi¢ne

jednadzbe jednaka nuli, odnosno:

a+d=0. (13)
»_-__.'_._.J._ﬂ_*'_‘._m._'« v\ ;»;/' <
/

NN NN

NN S

e e m R W NN RN

SN NN NS s
N R

TROWMN N NN Y

(b)
: : - _ (0 —=2\. _
Slika 9. Fazni portret sredisSta ((a) za sustav A = ( 1 0 ), (b) za sustav A =

(—5 3 —3 )) - trajektorije su elipse kod kojih se rjesenja ponavljaju periodicno

2. (Ponor - zariste) Sustav kojem je realna komponenta rjeSenja karakteristi¢ne

jednadZzbe manja od nule, odnosno:

a+d<0. (14)
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3. PREGLEDNI DIO

3.1 RjeSavanje sustava i graficki prikaz dobivenih rjeSenja

Za rjesavanje sustava diferencijalnih jednadzbi (4) koristit ¢e se programski paket
Matlab uz odgovarajuéi Symbolic Math Toolbox. Kod preko kojeg ¢e se sustavi
rjeSavati bit Ce isti kroz sve primjere, a temelji se na simboli¢kom rjeSavanju sustava
diferencijalnih jednadzbi.

Prije svega potrebno je definirati vrijednosti konstanti a, b, ¢ i d odgovarajuce

matrice sustava, a zatim se x(t) 1 y(t) definiraju kao simbolicke funkcije:
syms x(t) y(t)
Nakon toga definirat ¢e se njihova prva derivacija uz prethodno definirane konstante:
odel=diff (x)==a*x+b*y;
ode2=diff (y)==c*x+d*y;
Sustav jednadzbi zapisat ¢e se u matricnom obliku:
odes=[odel;ode2];
Sustav jednadzbi rjeSava se preko funkcije dsolve te se istovremeno rjeSenje definira
kao:
[xSol(t),ySol(t) ]=dsolve(odes)
Nakon S§to su rjeSenja sustava diferencijalne jednadzbe definirana, potrebno je
definirati i pocetne uvjete, x(0) 1x(0), a koji su nuzni za dobivanje numerickog

rjeSenja, $to se €ini sljede¢im slijedom naredbi uz definirane pocetne uvjete:
condl=x(0)==x0;
cond2=y(0)==y0;
conds=[condl;cond2];

[xSol(t),ySol(t) ]=dsolve(odes,conds);
Da bi se dobio graficki prikaz ovisnosti x i y o ¢, koristi se sljede¢i slijed naredbi
nakon kojeg iskace poseban prozorci¢ s Zeljenim grafickim prikazom:

12



fplot(xSol);
hold on;

fplot(ySol)

Za dobivanje trajektorije sustava, potrebno je definirati ¢, a konacno koriStenjem

funkcije fplot dobiva se zeljeni graficki prikaz:

fplot(xSol,ySol,[0,t])
Fazni portret ¢e se dobivati uzastopnim crtanjem krivulja razli¢itth i nasumicno
odabranih pocetnih uvjeta u vremenskom intervalu [-z, ¢] sustava istih koeficijenata.
Kao i §to se crtaju pojedine trajektorije, crtaju se i pojedine krivulje faznog portreta, a
konacno se uz krivulje dodaje pripadno vektorsko polje ili polje smjerova.
Ako je potrebno vektorsko polje ili polje smjerova, simboli¢ke se vrijednosti moraju
zamijeniti numeri¢kim vrijednostima, te upotrebom funkcije quiver dobiti
odgovarajuce polje na prethodno napravljenom grafu. Koristi se sljedeci slijed naredbi
da bi se to ostvarilo, a u kojem je VP definirana proizvoljno odabranom pozitivhom
vrijednos¢u, a srednji ¢lan (u ovom slucaju VP/10), proizvoljno odabran pozitivan
broj:

u = a*x+b*y;

v = c*x+d*y;

[X, Y] = meshgrid(-VP:(VP/10):VP,-VP:(VP/10):VP);

U = subs(u, [x y], {X,Y});

V = subs(v, [x yv], {X,Y});

quiver (X, ¥, U, V)

Za dobivanje polja smjerova slican je slijed naredbi, osim S$to se vrijednosti normiraju,

a time 1 duljina vektora na konacnom prikazu:

u a*x+b*y;

v c*x+d*y;

[X, Y] = meshgrid(-VP:(VP/10):VP,-VP:(VP/10):VP);

c
I

subs(u, [x y1l, {X,Y});

13



V = subs(v, [x y], {X,Y});
Un=U./sqrt(U."2+V."2);
Vn=V./sqrt(U."2+V."2);
U=Un;

V=Vn;

quiver (X, ¥, U, V)

3.2 Odabir parametara

Kroz rad spomenuto je Sest karakteristicnih dvodimenzijskih linearnih dinamickih
sustava. Svaki pojedini sustav rijeSen u ovom radu promatrat ¢e se u kontekstu takvih
karakteristi¢nih sustava, te ¢e se odabirati parametri koji daju Zeljeni rezultat, odnosno

predstavljaju jednu od spomenutih skupina.

3.2.1 Sustavi kod kojih su rjeSenja Kkarakteristicne jednadZbe realna i
razli¢ita: (a + d)? — 4(ad — bc) > 0
Metodom isprobavanja nasumi¢nim odabirom pocetnih parametara trazi se primjer
koji zadovoljava uvjete (7) i (10). Jedan od primjera za koji jednakost vrijedi je:

4= o)
Za konkretan primjer i za analogne primjere unutar ove skupine, crtat ¢e se dvije
trajektorije kod kojih je pocetni uvjet X, =V, i nekoliko nasumi¢no odabranih

trajektorija. Svojstveni vektori racunaju se pomocu sustava jednadzbi (6) i (9). U

ovom primjeru, jedan izbor svojstvenih vektora je:

= ()= (1)

Ponovno se metodom isprobavanja trazi odgovarajuca koeficijentna matrica za uvjete

(7)1 (11), a jedan od primjera koji odgovara zadanim uvjetima je:
(-2 1
4=(7 o)
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U ovom primjeru, jedan izbor svojstvenih vektora je:

i= (—11)'V2 - (D

Metodom isprobavanja nasumi¢nim odabirom pocetnih parametara trazi se primjer

koji zadovoljava uvjete (7) 1 (10). Jedan od primjera za koji jednakost vrijedi je:

1=(7 2)

U ovom primjeru, jedan izbor svojstvenih vektora je:

= ()= (1)

3.2.2 Sustavi kod kojih su rjeSenja Kkarakteristicne jednadZzbe kompleksno

konjugirani brojevi: (a + d)? — 4(ad — bc) < 0

Metodom isprobavanja nasumi¢nim odabirom pocetnih parametara trazi se primjer

koji zadovoljava uvjete (7) i (10). Jedan od primjera za koji jednakost vrijedi je:
=01 9)

Metodom isprobavanja nasumi¢nim odabirom pocetnih parametara trazi se primjer

koji zadovoljava uvjete (7) 1 (10). Jedan od primjera za koji jednakost vrijedi je:

4= %)

Metodom isprobavanja nasumi¢nim odabirom pocetnih parametara trazi se primjer

koji zadovoljava uvjete (7) 1 (10). Jedan od primjera za koji jednakost vrijedi je:

Ao = (130 _112'2)'
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4. REZULTATI I RASPRAVA

4.1 Sedlo

Rezultati se odnose na sustav opisan matricom:

4=(1 o

Jednadzba koje su dobivene kao rjeSenje takvog sustava u Matlab-u preko zadanog
koda su xSol(t) =C1*exp(t) - C2*exp(-t) i ySol(t) =C1*exp(t) + C2*exp(-t).

S obzirom na jednadzbu, s porastom vremena jedan ekvivalentni eksponencijalni ¢lan
u obje funkcije x(t) i y(t) nuzno dominira te iS€ezava u polupravac koji izvire iz
ishodista ili ponire u njega. Sto su vee apsolutne vrijednosti konstanti C; i C,,
krivulje koje odgovaraju rjesenju sustava jednadzbi bit ¢e to udaljenije od ishodista.
Analogno se o¢ekuje za sve slucajeve u kojima su rjesenja karakteristi¢ne jednadzbe

realna i razlicita.

16



y(t)
o

-10 -5 0 5 10
x{t)

Slika 12. Trajektorije sustava A, uz pocetne uvjete X;(0) = (1),

X,0) = (1) %:00) = (7). %0 = (1)) %50 = () %0 = (2)).

X,(0) = (_34), Xg(0) = (_43) i vremenski interval [0, 2]

Iz trajektorija se moze zakljuciti da u dijelu polja u kojem se rjeSenja priblizavaju

ishodistu, tj. ravnoteznoj tocki sustava, promjena jedne i druge varijable po vremenu ¢t

se smanjuje, a kada se udaljavavju od ishodista, promjena se povecava. Kada pocetna

tocka trajektorije lezi na pravcu na kojem leZe i svojstveni vektori, tada je trajektorija

pravcasta.
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xy
o
~N

Slika 13. Ovisnost x i y o t sustava A; uz pocetne uvjete x(0) = —3iy(0) =41

vremenski interval [0, 2]

t, naglo i3Cezava, a jedini

Kao $to je vidljivo, ¢lan pojedinih funkcija x(t) i y(t), e~
preostali ¢lan koji ostaje primjetan je ef, pa krivulja poprima karakteristican oblik

eksponencijalne funkcije.

6 —~ -
i ]
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4k /
Y \ S //
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2\ / 4
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\ / /
o | | // |
=0T | ’. ' 1
\’ \1
\‘\‘
2t / N
\
N\
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\\
4 \W
L SR _-_“\
= NG
8 — -
-6 4 2 ] 2 6
x{t)

Slika 14. Fazni portret sustava A; (sedlo)
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Konacno, fazni portret opisuje cjelokupno polje sustava u zadanim granicama, te se
vide karakteristicne krivulje sedla. Krivulje se gotovo linearno priblizavaju ishodistu
iz t = —oo, pa se u kratkom vremenskom intervalu, ovisno o pocetnim uvjetima,
naglo zakrivljuju i udaljavaju od ishodista, 1 priblizavaju se polupravcu koji izvire iz

ishodista, a koji lezi na istome pravcu kao i jedan svojstveni vektor sustava.

4.2 Ponor

Rezultati se odnose na sustav opisan matricom:
(-2 1
2= (7 )
Jednadzba koje su dobivene kao rjeSenje takvog sustava u Matlab-u preko zadanog
koda su xSol(t) = C2*exp(-t) - C1*exp(-3*t) 1 ySol(t) = C2*exp(-t) + Cl*exp(-3*t).
S obzirom na negativan predznak eksponenta oba eksponencijalna ¢lana funkcije,

oCekuje se karakteristicni ponor s vremenom koji tezi k ishodiStu za ovakav tip

sustava.
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Slika 15. Trajektorije sustava A, uz pocetne uvjete X; (0) = (_11),
X,(0) = (71 %200 = (1) X (0) = (T1): %:0) = (%)) %60) = (),

X;(0) = (_01), Xg(0) = ((1)) i vremenski interval [0, 2]

Kao $to je vidljivo i ocekivano, sve trajektorija poniru prema ravnoteznoj tocki, a
trajektorije kod kojih su pocetne tocke na istome pravcu kao i svojstveni vektori

sustava, pravcaste su.
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Slika 16. Ovisnost x i y o t sustava A, uz pocetne uvjete x(0) =0iy(0) = —11

vremenski interval [0,2]

Slika 17. Fazni portret sustava A, (ponor)

1z slike se vidi da sva rjeSenja poniru prema ishodistu, Sto je ocekivano za ovakav tip

sustava.
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4.3 Izvor

Rezultati se odnose na sustav opisan matricom:

=1 3)
Jednadzba koje su dobivene kao rjeSenje takvog sustava u Matlab-u preko zadanog
koda su xSol(t) = C2*exp(3*t) - C1*exp(t) i ySol(t) = C1*exp(t) + C2*exp(3*t).
Dobivena jednadzba ekvivalentna je jednadzbi iz prethodnog slucaja, odnosno prije

svega se razlikuje po smjeru promjene.

X1
30 X2
X3 P
X4 /
20 x5 //
X6 ¥4
B X7 ’.//
. /
10 L o
1//.
: >
= V) -
£ 0 29 &
= //O
A
10 /
7
/
V4
20 b .
30 F
-30 -20 -10 0 10 20 30

x(t)

Slika 18. Trajektorije sustava Az uz pocetne uvjete X;(0) = (_11),

X,(0) = (1) %:00) = (1) X (0) = (71): %:(0) = (9), X6 (0) = (2,),

X,(0) = (_03), Xg(0) = (g) i vremenski interval [0,1]
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\

30+

Slika 19. Ovisnost x i y o t sustava Az uz pocetne uvjete x(0) =0iy(0) =11

vremenski interval [0, 1]

Za razliku od prethodnog sustava, x i y s porastom t naglo rastu, a §to je utjecaj
pozitivnog predznaka eksponenta e3! . Takoder je lako uocljivo kako cCe
eksponencijalni ¢lan et samo vidljiv pri niskim vrijednostima t te nece imati znatan

relativan doprinos.

Slika 20. Fazni portret sustava A5 (izvor)
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4.4 Srediste

Rezultati se odnose na sustav opisan matricom:

A4=(2

Jednadzba koje su dobivene kao rjeSenje takvog sustava u Matlab-u preko zadanog
koda su xSol(t) = - C2*cos(t) - C1*sin(t) i ySol(t) = C1*cos(t) - C2*sin(t).
S obzirom da su C;i C, konstantne za zadane pocetne uvjete, a funkcije sinus i

kosinus imaju jednak period, rjeSenja ¢e se nuzno periodicno ponavljati, tj. X (t, +

2nn) = X(t,), pri ¢emu je n cijeli broj.

y(t)
o
T

Xt

— X3 |

X4

Slika 21. Trajektorije sustava A, uz pocetne uvjete X,,(0) = (2) i vremenski interval

[0, 2" 37], za ne{1,2,3,4}




X,y
o

Slika 22. Ovisnost x 1 y o t sustava A, za pocetni uvjet x(0) = 01y(0) =41

vremenski interval [0, 27]

1z slike se da zakljuciti da se rjeSenja za zadani sustav ponavljaju periodi¢no za svaki

2.

R e e b
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Slika 23. Fazni portret sustava A, (centar)
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4.5 Ponor - ZariSte

Rezultati se odnose na sustav opisan matricom:

4= %)

Jednadzba koje su dobivene kao rjeSenje takvog sustava u Matlab-u preko zadanog
koda su xSol(t) = CIl*((cos(5*t)*exp(-2*t))/4 - (5*sin(5*t)*exp(-2*t))/4) -
C2*((5*cos(5*t)*exp(-2*t))/4 + (sin(5*t)*exp(-2*t))/4) 1 ySol(t) = Cl*cos(5*t)*exp(-
2*t) - C2*sin(5*t)*exp(-2*t) .

Iz jednadzbe se lako zakljuuje da ¢e se krivulja porastom vremena urusavati u

ishodiste.

y(t)
(=]

X1

X4

x(t)

sin((3/2 — n)/Z)) ;

Slika 24. Trajektorije sustava Az uz pocetne uvjete X,, = <cos (m(3/2 —1)/2)

vremenski interval [0, 23717 /5] za ne{1,2,3,4}
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Slika 25. Ovisnost x i y o t sustava A uz poéetne uvjete x(0) = v2/2,y(0) = v2/2

i vremenski interval [0, 47 /5]

it

Slika 26. Fazni portret sustava A5 (spiralni ponor)

4.6 Izvor - zariste

Rezultati se odnose na sustav opisan matricom:
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Ao = (130 _112'2)'

Jednadzba koje su dobivene kao rjeSenje takvog sustava u Matlab-u preko zadanog
koda su xSol(t) = CI*((cos(11*t)*exp(2*t))/10 - (11*sin(11*t)*exp(2*t))/10) -
C2*((11*cos(11*t)*exp(2*t))/10  +  (sin(11*t)*exp(2*t))/10) 1  ySol(t) =
Cl*cos(11*t)*exp(2*t) - C2*sin(11*t)*exp(2*t).

Fazni portret spiralnog izvora trebao bi biti analogan faznom portretu spiralnog

ponora, s osnovnom razlikom u inverznoj ovisnosti o vremenu.

el

X4

y(t)
o

sin((3/2 — n)/2)> .

Slika 27. Trajektorije sustava A4 uz pocetne uvjete X,, = <cos (m(3/2 —1)/2) i

vremenski interval [0, 227" /11] za ne{1,2,3,4}

Prema trajektorijama ovoga i prethodnog sustava, uocava se kako se rjesenja

periodi¢no vracaju na isti polupravac koji izvire iz ishodista.
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05 1

Slika 28. Ovisnost x i y o t sustava A4 uz pocetne uvjete x(0) = v2/2,y(0) = v2/2

i vremenski interval [0, 2/11]
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Slika 29. Fazni portret sustava A¢ (spiralni izvor)
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5. ZAKLJUCAK

Matlab s dodatkom Symbolic Math Toolbox-a vrlo je mocan programski paket preko
kojega se ovakvi jednostavni sustavi diferencijalnih jednadzbi vrlo lako rjesavaju i
graficki opisuju, 1 svi su rezultati bili u potpunosti u skladu s teorijskim spoznajama o

takvim sustavima.
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7. PRILOZI

Kod:

$Rjesavanje sustava diferencijalnih jednadzbi i crtanje grafova

clc

clear all

'Rjesavanje sustava diferencijalnih jednadzbi oblika dx/dt=a*x+b*y i
dy/dt=c*x+d*y i crtanje grafova'

a=input('a="');
b=input('b=");
c=input('c="');
d=input('d=");
clc

syms x(t) y(t)
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odel=diff (x)==a*x+b*y;
ode2=diff (y)==c*x+d*y;
odes=[odel;ode2];
Uvjetl=input( 'Treba 1li ispisati rjesenje diferencijalne Jjednadzbe
(1=DA, 0=NE)?');

if Uvjetl==

[xSol(t),ySol(t) ]=dsolve(odes)
elseif Uvjetl==
[xSol(t),ySol(t)]=dsolve(odes);
else return

end
Uvjet2=input('Treba 1li crtati traktoriju (1), ovisnost x,y o t (2)
ili fazni portret (3)?');
clc
if Uvjet2==
Uvjet3=1;

i=input('Koliko pocetnih tocaka ce se koristiti za fazni portret?
(1,2,3...)");
for j=1l:1:1i
x0=input( 'x0=")
y0=input('y0="
condl=x(0)==x0;
cond2=y(0)==y0;
conds=[condl;cond2];
[xSol(t),ySol(t) ]=dsolve(odes,conds);
t=10;
fplot(xSol,ySol,[-t,t])
hold on
syms t
end
elseif Uvjet2==
Uvjet3=0;
x0=input( 'x0=")
y0=input('y0="'
condl=x(0)==x0;
cond2=y(0)==y0;
conds=[condl;cond2];
[xSol(t),ySol(t) ]=dsolve(odes,conds);
t=input('t="');
fplot(xSol,ySol,[0,t])
hold on
elseif Uvjet2==
Uvjet3=0;
x0=input( 'x0=")
y0=input('y0="
condl=x(0)==x0;
cond2=y(0)==y0;
conds=[condl;cond2];
[xSol(t),ySol(t) ]=dsolve(odes,conds);
t=input('t="');
fplot(xSol,[-t,t]);
hold on;
fplot(ySol,[-t,t])
else return
end
if Uvjet3==
Uvjetd4=input( 'Treba 1li se dodati vektorsko polje (1) ili polje
smjera (2)?');
if Uvjetd==
u = a*x+b*y;
v = c*x+d*y;
if Xaxis>Yaxis
VP=Xaxis;

~e ~eo

~e ~o

~e ~o

31



else
VP=Yaxis;
end
[X, Y] = meshgrid(-VP:(VP/10):VP,-VP:(VP/10):VP);
U = subs(u, [x yl, {X,Y});
V = subs(v, [x y], {X,Y});
if Uvjetd==
Un=U./sqrt(U."2+V."2);
Vn=V./sqrt(U."2+V."2);
U=Un;
V=Vn;
end
quiver (X, ¥, U, V)
clc
end
end
grid on

8. ZIVOTOPIS

zavrsio u TS Ackermiitteli, a potom sljedeé¢ih pet razreda zavrsio u OS Vukovini.
Upisao sam opc¢u gimnaziju u Gimnaziji Velika Gorica i maturirao 2013. godine, kada
sam 1 upisao preddiplomski studij primijenjene kemije na Fakultetu kemijskog

inzenjerstva i tehnologije u Zagrebu.
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