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SAZETAK

Kompleksni brojevi

Brojevi nam koriste u opisivanju svijeta koji nas okruzuje. Kompleksni brojevi se pojavljuju
kao logi¢no proSirenje skupa realnih brojeva i samim time zasluzuju paznju. Napretkom
shvac¢anja naSeg okruzenja dolazimo do potesko¢a u opisivanju slozenih pojava, kakve
susre¢emo u znanosti i inzenjerstvu. Pokazuje da se kompleksni brojevi, koliko se god isprva
apstraktni i nerazumljivi ¢inili, itekako imaju primjenu, ¢esto u vrlo razli¢itim kontekstima i
situacijama. U ovom radu ¢emo kroz tri poglavlja pro¢i kroz povijest, matemati¢ku pozadinu

i primjenu kompleksnih brojeva.

Kljuéne rije¢i: kompleksni brojevi, imaginarna jedinica, algebarske operacije,

trigonometrijski zapis



ABSTRACT

Complex numbers

We use numbers to describe the world that surrounds us. Complex numbers appear as the
logical extension of the set of real numbers and just by that notion they deserve attention.
With the advancement of our understanding of our environment, we come to difficulties in
describing the complex phenomena we encounter in science and engineering. It appears that
complex numbers, as much as abstract and incomprehensible they may seem at first, are
really necessary in applications, often in broadly various contexts and situations. In this
paper, we will pass through three chapters: history, mathematical background and the

application of complex numbers.

Key words: complex numbers, imaginary unit, algebraic operations, trigonometric form
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1. UVOD

Suvremeni svijet je nezamisliv bez brojeva. Brojevi se koriste u gotovo svim ljudskim
djelatnostima, od poljoprivrede do informatike. Praljudi su koristili brojeve prije nego §to su
izumili pismo i1 pismene zapise tih brojeva. Sve anticke kulture su imale svoje nacine
zapisivanja brojeva dok se danas iskljucivo koriste arapske brojke. U pocetku su se brojevi
koristili za nabrajanje, mjerenje i oznacavanje ali kako je ljudska rasa napredovala otkrivali
su se novi nacini koristenja brojeva. Na primjer, u proslosti je bilo uobiajeno zanemarivati
negativne rezultate izracuna jer nije postojala svijest o korisnosti takvih rezultata. Negativni
brojevi su vise usli u primjenu putem trgovine ili bankarstva gdje su oznacavali neki dug ili
nedostatak necega. Poput negativnih brojeva pri racunu su se pojavljivala rjeSenja koja za to
vrijeme nisu imala smisla, to jest bila su preapstraktna da bi se spoznala kao to¢na. Jedan
takav primjer su kompleksni brojevi. Za njih mozemo re¢i da su imali viSestoljetan i trnovit
put od prvih naznaka njihova postojanja do konac¢nog prihvac¢anja. Kompleksni brojevi
predstavljaju ,.krovnu* brojevnu strukturu naseg vremena, onu u kojoj se obavljaju sve bitne
racunske operacije 1 u kojoj se rjeSavaju sve relevantne jednadzbe, a koja u sebi sadrzi cak i
one nama najvaznije brojeve — realne brojeve. Naime, i njih moZemo promatrati kao posebne

sluc¢ajeve kompleksnih brojeva.



2. POVIJESNI RAZVOJ

Perzijski matemati¢ar al-Khwarizmi u svojem djelu Algebra povezao je osnove
matematickog racuna grcke i hinduisticke matematike i tako udario temelj na kojem danas
pociva svaki pocetak ucCenja matematike. U svojem djelu obradio je kvadratne jednadzbe
razliCitih oblika pri ¢emu se ograni¢io samo na pozitivna rjeSenja. Pomocu latinskih prijevoda
al-Khwarizmijeve Algebre Gerard od Cremone i Leonardo od Pize (poznatiji kao Fibonacci)
predstavljaju Italiji algebarske metode, ve¢ prije poznate u arapskom svijetu. Oko 1225.
godine kralj Frederik II. ugos$¢uje Fibonaccija na svojem dvoru u Siciliji gdje mu lokalni
matematicari postavljaju probleme koje on rjesava. Jedan od problema je bio naéi rjesenje
kubne jednadzbe

x3 + 2x% + 10x = 20.
Opcenita kubna jednadzba
x}+ax?+bx+c=0
moze se reducirati do jednostavnijeg oblika
x>+px+q=0
pomoc¢u promjene varijable x' = x — %a. Ova promjena varijable se pojavljuje prvi puta u
dva anonimna rada iz Firence s kraja 14. stoljeCa. Ako se uvrStavaju samo pozitivi
koeficijenti a i pozitivne vrijednosti x, dolazi se do tri tako zvana skracena oblika kubne
jednadzbe:
(1) x*+px=gq
(2) x3=px+gq
B x3+qg=px
Jednadzbu (1) (i mozda (2) i (3)) prvi je rijeSio Scipione del Ferro, profesor Sveucilista u

Bolonji, koji je 1526. (neposredno prije smrti) povjerio formulu svome uceniku Antoniu
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Mariji Fioreu. Fiore je izazvao Tartagliu na matematicko suceljavanje, koja su obi¢no
donosila nagradu u novcu, a ponekad i u vidu prestiznog mjesta na sveucilistu. Tartaglia je
sumnjao da Fiore ima formulu za rjeSavanje kubne jednadzbe ali ju je i sam otkrio prije
sueljavanja, pobijedivsi tako na suceljavanju. Tartaglia je formulu, ne navodeé¢i dokaz,
pokazao Gerolamu Cardanu koji se obavezao na zavjet tajnosti. Cardano je iz formule uspio
do¢i do dokaza, a naknadno je saznao da je del Feero prvi izveo tu formulu te je to potvrdio iz
del Feerovih zapisa. Cardano je objavio formulu za sva tri oblika u svojem djelu Ars Magna
(1545). U tom djelu Cardano je priznao da je dobio formulu od Tartaglije ali da je del Feero
bio prvi koji ju je otkrio te da je Cardano sam doSao do dokaza. Ovaj Cardanov postupak
Tartaglija je okarakterizirao kao krSenje njihovog prijasnjeg dogovora o tajnosti te je tako

pocela jedna od najzes¢ih svadi u povijesti znanosti.

Slika 1. Cardano i Tartaglia

U formulama koje daju rjeSenje slucaja (1) od skradenih oblika kubne jednadzbe ne
pojavljuju se negativni bojevi pod korijenom. Medutim, kod slucaja (2) oni se pojavljuju.
Ova ¢injenica je oteZavala rjeSavanje i razumijevanje rjeSenja. Naime, supstitucijom x = u +

v u jednadzbu x3 = px + q dobiva se



x3—px=ut+v3+3uwwu+v) —plu+v) =q.
Ako je 3uv = p dobiva se u3 + v = q i uv3 = (p/3)3, to jest poznati su suma i produkt
dvije kubirane varijable. To zna¢i da moZemo napisati kvadratnu jednadzbu &ija rjesenja u3 i

v3 a potom otuda moZemo odrediti vrijednosti za u i v. Sada je:

311 31
x=u+v= §q+w+ Sq-w

pri ¢emu je

1 1
w = \/(EQ)Z - Gp)°.

U slucaju kad je ¢lan pod gornjim korijenom negativan dobiva se takozvani casus
irreducibillis, sto Cardano u svojem djelu Ars Magna nije obradio, vjerojatno zato $to se u
tom slucaju ne moZze dobiti realna vrijednost za w.

Rafael Bombelli, talijanski matematicar, u svojem djelu I'Algebra (1572) predstavlja izraz
v/—1 i naziva ga "piu di meno". U I'Algebra se obraduje, izmedu ostalog i tema kubiranja pri
¢emu Bombelli slijedi Cardanove misli ali dodaje dio gdje objasnjava casus irreducibillis.
Bombelli u svojem djelu obraduje jednadzbu

x3=15x + 4

za koju Cardanova formula daje

3 3
X = \/2 +v—-121 + \/2 —-v=121 .

Bombelli uo¢ava da jednadzba x3 = 15x + 4 ima rjeSenje x = 4 te pokazuje zasto je gore

napisano Cardanovo rjeSenje naprosto drugi nacin da se zapiSe x = 4. Postavlja

3
/2+\/—121 =a+ bi

1z Cega slijedi da je



: 2—V—=121=a—bi.
Racunajuci s gornjim izrazima dobivaa = 2,b = 1 pa je
x=a+bi+a—>bi=2a=4.
Time je Bombelli bio prvi koji je bio na tragu dana$njeg modernog oznatavanja v—1
pomocu simbola i te osim realnih rjeSenja kubnih jednadzbi dobiva i ostala, do tada

previdena, kompleksna rjesenja.

Pili via pin di meno, fa piu di meno. (+1)(+H) =+
Mcno via pit di meno,famenodimeno.  (-1) (+i) = i
Piti viameno dimeno, fa menodimeno,  (+1)(-) = -
‘M¢no via meno di meno,fapindi meno.  (-1) (i) =+

Pii di meno via pit di meno,fa meno. (+H) (+) = -1
Pili di meno nia men dimeno fa pid. (H) (d) =+1
Mcno di meno via pit di meno,fa piu () (+i)=+1

Meno di meno uia men di meno fa meno, (1) () = -1

Slika 2. Dio iz Bombellijeve I'Algebra

René Descartes, francuski matematic¢ar i filozof, u svojem djelu La Géométrie ukljucuje
primjenu algebre na geometriju, iz Cega je kasnije proizaSla analiticka (kartezijska)
geometrija. On je prvi koji je upotrijebio pojam imaginarni prilikom opisivanja negativnih
brojeva pod korijenom jer je smatrao da takve veli¢ine ne mogu postojati (moguce ih je tek
zamisliti tj. imaginirati):

»Za svaku jednadzbu moZzemo zamisliti toliko rjeSenja koliki je stupanj jednadzbe, ali u
mnogim slucajevima nema veli¢ine koja odgovara tome $to je zamisljeno.*

Abraham de Moivre, francuski matematicar, 1698. spominje da je Isaac Newton dvadesetak
godina prije koristio formulu koja je danas u malo izmijenjenom obliku poznata kao de
Moivreov teorem:

(cos(0) + isin(8))"™ = cos(nb) + i sin(nh).



Newton je, naime, Koristio tu formulu pri ra¢unanju kubnih korijena koji se pojavljuju u
Cardanovim formulama.

Svicarski matemati¢ar Leonhard Euler uveo je zapis i = +/—1 te vizualizaciji kompleksnih
brojeva kao tocki u pravokutnom koordinatnom sustavu. Uz to zasluzan je za dokaz identiteta
e® = cos@ +isinf

koji pomoc¢u kompleksnih brojeva povezuje eksponencijalnu i trigonometrijske funkcije.
Prvi koji je koristio pojam ,.kompleksni broj* bio je njemacki matematicar Carl Friedrich
Gauss. Medutim, Gauss izrazava svoje nezadovoljstvo nazivom ,,imaginarna jedinica®,

okrivljujuci ga za stolje¢a neprihvac¢anja kompleksnih brojeva: ,, Ako se ova tema do sada

razmatrala s pogre$ne tocke gledista i tako bila obavijena misterijom i okruzena tamom, to je

veéinom zbog neprikladne terminologije koju treba kriviti. Da su +1,—11i+v—1, umjesto
pozitivni, negativni i imaginarni, bili zvani izravno, inverzno i bo¢no jedinstvo, tesko bi imali
bilo koji opseg za takvu opskurnost.*

Kroz povijest kompleksni brojevi su predstavljali takozvano ,.trinaesto prase®, to jest uvijek
su bili prisutni ali zbog slozenosti 1 apstraktnosti Cesto su bili prevideni ili smatrani
pogreskom. Genijalni umovi koji su se susretali s njima polagano su pridonosili razvoju
kompleksnih brojeva kao matematickog pojma, doprinijevsi shvacanju da se Cak 1 oni
rezultati koji mozda trenutno nemaju smisla ponekad trebaju uzeti na razmatranje. Razvojem
matematike kao znanosti kompleksnim brojevima se davala sve vea paZznja pa su im se

nalazile i sve vece primjene (vidi poglavlje 4.)



3. OPCIDIO

3.1. DEFINICIJA KOMPLEKSNOG BROJA

Kompleksan broj z definira se kao uredeni par realnih brojeva x i y:

z=(x),
ili, u algebarskom zapisu:

z=x+Yyi,
gdje za imaginarnu jedinicu i vrijedi i? = —1. Realne brojeve x i y zovemo realni, odnosno
imaginarni dio kompleksnog broja. Pri definiranju kompleksnih brojeva vazno je napomenuti
da i nije realan broj posto kvadrat realnog broja ne moze biti negativan.
Algebarski zapis kompleksnog broja je jedinstven, a to proizlazi iz ¢injenice da su dva
kompleksna broja z; = (x1,y1) 1 z, = (x2,y,) jednaka ako imaju jednake realne dijelove te

jednake imaginarne dijelove: z, = z, ako i samo ako vrijedi x; = x, i y; = V5.

3.2. ALGEBARSKE OPERACIJE S KOMPLEKSNIM BROJEVIMA

Zbroj z, + z, dva kompleksna broja z; = (x4, y1) i z, = (x3,y5) iZnoSi
71+ 7, = (X1 + %2, 1 + ¥2)
Sto se moze izreéi s "realni dio se zbraja s realnim, imaginarni s imaginarnim".
Umnozak z,z, kompleksnih brojeva jednak je
212y = (X1X2 — Y1Y2, Y1X2 + X1Y2)
Sto se moze izreci s "svaki dio kompleksnog broja se mnozi sa svakim dijelom drugog" (pri

¢emu vrijedi i = —1).



Za mnoZzenje realnog i kompleksnog broja vrijedi sljedece:

Alx + yi) = Ax + Ayi.
Za kompleksne brojeve kao i za realne, vrijede razli¢ita svojstva zbrajanja i mnozenja, poput
komutativnosti:

Zy+ 2y =27, + 21 1212y = 2,274,
asocijativnosti:
(z1+ 22) + 23 = 71 + (23 + 73) 1 (212,) 23 = 21(2223)

1 distributivnosti mnoZzenja prema zbrajanju:

2(zy + z,) = 2z, + 22,.
Za kompleksan broj z=x+yi kazemo da je broj —z = —x —yi njemu suprotan
kompleksan broj. Oduzimanje proizlazi iz zbrajanja ako ga promatramo kao zbrajanje sa
suprotnim brojem:

Z1 — Zp = 71 + (—2;).
Za svaki kompleksni broj z # 0 postoji njemu inverzan broj z~! takav da vrijedi zz™! = 1.

Dijeljenje se moze smatrati mnozenjem s inverznim brojem:

1
Z1:Zy =le_,
2

pri ¢emu je vazno uzeti u obzir da se ne moze dijeliti s nulom. Pri racunu dijeljenja potrebno
je i brojnik i nazivnik prosiriti konjugiranim nazivnikom:

oz X tiyr xp— iy
Zl'ZZ - - . ' . )
Zy Xyt 1y, X — 1Y,

¢ime se dobiva zbroj kvadrata u nazivniku i lako se vidi da konacan rezultat opet ima oblik

kompleksnog broja.



3.3. GEOMETRIJSKO PREDOCAVANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

Kompleksan broj predo¢avamo geometrijski u koordinatnoj ravnini koja se naziva
kompleksna ravnina. U ovakvom prikazu realni dio kompleksnog broja nalazi se na x-osi a
imaginarni dio se nalazi na y-osi, zbog ¢ega X-0s zovemo jos i realna os, a y-0S imaginarna os.
Kompleksni broj z = x + yi shvacen kao ureden par realnih brojeva (x,y) prikazuje se kao
jedna tocka kompleksne ravnine (Slika 3).

Kompleksni brojevi (x,0) i (0,y) posebni su slucajevi s obzirom na to da (x,0) leze na
realnoj osi i ovako se mogu izraziti svi realni brojevi dok (0,y) leze na imaginarnoj osi i

nazivaju se ¢isto imaginarni.

Y
oz=(x,y)
$i=(0,1)
&
0 x=(x,0) X

Slika 3. Prikaz kompleksnog broja u kompleksnoj ravnini

3.3.1. APSOLUTNA VRIJEDNOST KOMPLEKSNOG BROJA
Apsolutna vrijednost ili modul
|z| = |x + yil
kompleksnog broja z = x + yi je, geometrijski gledano, njegova udaljenost od ishodista
kompleksne ravnine (Slika 4). Broj¢ana vrijednost udaljenosti se dobiva iz Pitagorinog

poucka:



|x + yi| = /x2 + y?

v
1- (%, ¥)
L ]
x+ ]
O X

Slika 4. Modul kompleksnog broja

3.3.2. ZBROJ | RAZLIKA KOMPLEKSNIH BROJEVA
Prema definiciji, zbroj dva kompleksna broja z; = (x4, y,) 1z, = (x;,, y,) jest uredeni par
7y + 23 = (X + X2, Y1+ Y2

Ako se ta tri broja prikazu u kompleksnoj ravnini zajedno s ishodistem 0 = (0, 0), dobiva se
paralelogram s vrhovima 0, z;, z, i z; + z, pri Cemu z; i z, te 0 i z; + z, Cine dva para
medusobno nasuprotnih vrhova (Slika 5).

Kod razlike medusobno nasuprotne vrhove paralelograma ¢ine 0 i z; te z, i z; — z, (Slika 6).
U slucaju da oba kompleksna broja z; i z, leZe na istom pravcu koji prolazi ishodistem tada

su sva Cetiri broja na istom pravcu (degenerirani paralelogram).
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Slika 5. Zbroj kompleksnih brojeva

<1~ 32

Slika 6. Razlika kompleksnih brojeva

3.3.3. KOMPLEKSNO KONJUGIRANI BROJEVI
Kompleksno konjugirani broj kompleksnog broja z = x + yi definira se kao kompleksni broj
x — yi i oznaCava se s z. Kompleksni broj z predstavljen je tockom (x,—y) koja je osno

simetri¢na to¢ci (x,y), koja predstavlja kompleksni broj z, s obzirom na x os (Slika 7).

11
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Slika 7. Par medusobno konjugiranih kompleksnih brojeva

Za svaki z vrijedi z=zIi |z|] = |z|. Akojez; = (xq, ¥1) 12, = (x3, y,) onda vrijedi
zZi+ 2, = (0 + %) — i +y2) = (i —iy) + (0 — iyp) =7 + 25,
Sto znaci da je kompleksno konjugirani broj zbroja jednak zbroju kompleksno konjugiranih
brojeva. Analogne formule vrijede i za kompleksno konjugirani broj pridruzen razlici,
umnosku i kvocijentu kompleksnih brojeva. Jo§ jedno vazno svojstvo jest:
7z = |z|?,

koje se koristi u racunu pri dijeljenju dva kompleksna broja (vidjeti kraj odlomka 3.2).

3.4. TRIGONOMETRIJSKI ZAPIS KOMPLEKSNOG BROJA

Kompleksni broj z = x + yi moze se zapisati u trigonometrijskom zapisu

z = |z|(cos @ + isin @),
pri ¢emu modul |z| odgovara udaljenosti tocke (x, y) od ishodista koordinatnog sustava a é je
realni broj koji predstavlja veli¢inu kuta kojeg to¢ka (x,y) zatvara s ishodistem (Slika 8).

Vrijednost kuta & moze se odrediti iz jednadzbe tan 6 = y/x, pri ¢emu je vazno u kojem se
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kvadrantu nalazi tocka z. Kut # naziva se argument ili kut kompleksnog broja z i oznac¢ava se
s arg z te vrijedi:
argz = Arg z + 2nnt (n=0,%1,%£2),

gdje je Arg z glavni argument koji pripada intervalu [0, 27).

y

Z2=X+1y

-
1/ !

Slika 8. Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja

Pri trigonometrijskom prikazu kompleksnih brojeva mogu se zamijetiti tri vazne Cinjenice:
1. Kompleksni brojevi s jednakim argumentom kao i z leze na polupravcu iz ishodista

koja prolazi kroz to¢ku z, iskljucujuci samo ishodiste (Slika 9).

A 4

Slika 9. Prikaz kompleksnih brojeva s jednakim argumentima
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2. Kompleksni brojevi s jednakom apsolutnom vrijednosti kao i z leze na kruznici sa

srediStem u ishodistu koja prolazi kroz to¢ku z, dakle na kruznici polumjera |z|

(Slika 10) .

[

v

Slika 10. Prikaz kompleksnih brojeva s jednakim modulima

3. Kompleksni broj z (razli¢it od 0) jednozna¢no je odreden svojom apsolutnom

vrijedno$c¢u |z| i svojim argumentom @ (Slika 11).

&

A 4

Slika 11. Jednoznacno odredenje kompleksnog broja
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3.4.1. GEOMETRIJSKA INTERPRETACIJA cos@+isin® - JEDINICNA
KRUZNICA
Kompleksni brojevi oblika
z=cosO +isinf
su svi brojevi koji se nalaze se na kruznici polumjera |z| = 1 sa sredi$tem u ishodiStu tj. na

jedini¢noj kruznici (Slika 12). To proizlazi iz ¢injenice da je

|z| = Vcos2 6 + sin2f = 1.
Promjenom argumenta 6 od 0° do 360° obilazi se jedni¢na kruznica, pocevsi od broja 1 na

realnoj osi, u smjeru suprotnom smjeru kretanja kazaljke na satu.

z=cos G + isin @

-~
-~
’ M
’ \
ll \
1 4 >
i
l‘ 0 1
N Fi
\ r
- /
- -

Slika 12. Kompleksni brojevi na jedini¢noj kruznici

3.4.2. MNOZENJE KOMPLEKSNIH BROJEVA U TRIGONOMETRIJSKOM
ZAPISU
Kompleksni brojevi na jedini¢noj kruznici se mnoze tako da im se argumenti zbroje. Naime,
za dva kompleksna broja na jedini¢noj kruznici

z; = cosB; +isinb,,z, =cosf, +isinb,
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nije teSko pokazati, koristeci adicijske formule za trigonometrijske funkcije da vrijedi
Z,Z5 = cos(6y + 6,) +isin(6; + 6,).
Ukoliko vrijedi 8; = 6, = 6 iz gornje formule se dobiva formula za kvadriranje broja z =
cos 8 + i sin 8 na jedini¢noj kruznici:
z? = cos 20 +isin20.
Formula za mnozenje vrijedi i opéenito, za sve kompleksne brojeve razlicite od 0, uz
dodatak da se moduli pomnoze. Ako je:
z, = |z;|(cos 6; +isinb,),z, = |z,|(cos B, +isinb,)
onda je
2,2, = |z1||2z5|(cos(0, + 0,) +isin(6; + 6,)).
llustracija gornje formule dana je Slikom 13. | opet, ukoliko je 6, =6, =6 te
|z1] = |z3| = |z|, imamo

z? = |z|?(cos(20) + isin(20)).

Slika 13. Umnozak kompleksnih brojeva
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3.4.3. POTENCIRANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA U TRIGONOMETRIJSKOM
ZAPISU - MOIVREOVA FORMULA
Kompleksni broj z = cos@ +isinf potencira se tako S§to se argument pomnoZzi sa
eksponentom. Potencirani broj ovog oblika se opet nalazi na jedini¢noj kruznici (Slika 14).
Ova tvrdnja se moze opcenito zapisati kao

z" = cos(n@) + isin(noh),
Sto se naziva Moivreova formula. Gornja formula predstavlja poopcenje formule za

kvadriranje kompleksnog broja na jedini¢noj kruznici iz prethodnog odlomka.

Slika 14. Potenciranje kompleksnog broja

Moivreova formula ne vrijedi isklju¢ivo za kompleksne brojeve s jedini¢nim modulom ve¢ se
moze primijeniti na sve kompleksne brojeve razli¢ite od 0. Kompleksni se broj potencira tako
da mu se apsolutna vrijednost potencira, a kut pomnozi s eksponentom. Ako je

z = |z|(cos @ + isin B),
onda je

z" = |z|"(cos(nB) + isin(nh)).
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Ova je formula poopcenje formule za kvadriranje kompleksnog broja u trigonometrijskom

zapisu, dane u prethodnom odlomku.

3.4.4. DIJELJENJE | KORJENOVANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA U
TRIGONOMETRIJSKOM ZAPISU
Slicno prethodnim odlomcima u kojima smo pokazali kako se mnoZe i potenciraju
kompleksni brojevi u trigonometrijskom zapisu, u ovom ¢emo odlomku dati formule za
dijeljenje i korjenovanje. Kompleksni brojevi na jedini¢noj kruznici

zy = cosB, +isinb; i z, = cosB, +isinb,

dijele se tako da im se argumenti oduzmu, prema tome dobiva se

z
Z—l = cos(6; — 6,) + isin(6; — 6,).
2

Ukoliko promotrimo dijeljenje kompleksnih brojeva ¢iji moduli nisu jednaki 1,
7z, = |z4|(cos B, +isinb,)i z, = |z,|(cos B, +isinb,)
dobili bismo sli¢nu formulu:

z z
== u (cos(8; — 63) + isin(8, — 6,)).
z; |zl

Slicno Moivreovoj formuli za potenciranje, postoji i Moivreova formula za korjenovanje: za
jedini¢ni kompleksni broj

z= cos@ +isinf
vrijedi

0 + 2wk 0 + 2wk
Nz = COST+ isinT,

gdje k poprima cjelobrojne vrijednosti od 0 do n — 1. Vidimo da "ispravnih" odgovora na

pitanje "$to je Yz " ima n, te da se svi ti kompleksni brojevi nalaze opet na jedini¢noj
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.. ) . o 2mk . .
kruznici, s argumentima koji se medusobno razlikuju za — . Za korjenovanje kompleksnog
n

broja opéenitog modula,
z = |z|(cos @ +isinB)

vrijedi analogna formula

Vz = Ti/m (cos b+2mk |\ i sin —9+721nk).

n
Iz gornje jednadzbe mozemo uociti da se svi n-ti Korijeni iz kompleksnog broja opéenitog

.. . L. 2km
modula |z| nalaze na kruZnici polumjera 3/|z| te su medusobno kutno udaljeni za — ,
n

pocevsi od —.
n

Napomenimo na kraju da je odredivanje 3z ekvivalentno rje$avanju jednadzbe z" = 1.

Stoga se Cesto za rjesenja ove jednadzbe koristi naziv ,,korijeni jednadzbe®.

3.4.5. PRIMJER - TRECI KORIJENI IZ JEDINICE
U ovom odlomku na primjeru odredivanja tre¢ih korijena iz |z| = 1 pokazujemo kako se
koristi formula za korjenovanje iz prethodnog odlomka. Sukladno napomeni s kraja
prethodnog odlomka mozemo problem odredivanja tre¢ih korijena iz jedinice postaviti kao
problem rje$avanja jednadzbe z3 = 1.

z=1=cos0+isin0 6=0,]z|=1

0+ 2wk 0+ 2k
3{/Ez cosT+isinT

gdje je k = 0,1,2
zak =0 zy=3Yz=cos0+isin0=1
NE

3 21 . . 2T 1 .
zak =1 21=\/E=cos?+lsm?=—5+7l

3 41T . . A4Am 1 .
zak =2 Z2=\/E=COS?+lSIH?=—E——l
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Slika 15. Tre¢i korijeni brojaz = 1

3.4.6. PRIMJER - KORIJENI 1Z JEDINICE U PROGRAMSKOM PAKETU

MATHEMATICA

Koriste¢i sljedece naredbe u programskom paketu Wolfram Mathematica

RootsofUnity([n ] :=
Module[{p = {Re[#], Im[#]} & /@ (x /. {ToRules[Roots[x*n==1,x]]})1},
{{Red, Circle[ {0, @}, 1]}, Line[Append[p, First[p]l],
{PointSize[.06], Point /@p}}]

MakeBoxes [RootsOfUnity([n_ ], TraditionalForm] :=
RowBox [ {RowBox [ { "korijeni jednadzbe", " ",

SuperscriptBox["x", MakeBoxes[n, TraditionalForm]]3}]1, "=", "1"}]

GraphicsGrid[Partition[Table[Graphics[RootsofUnity[n], AspectRatio » Automatic,
PlotLabel - RootsOfUnity([n]], {n, 12}], 4], ImageSize - 600]

dolazimo do n-tih korijena iz jedinice, za vrijednosti n=1,2,..., 12:
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korijeni jednadZbe x' =1 korijeni jednadZbe x“ = 1 korijeni jednadzbe x” =1 korijeni jednadzbe x™ = 1

TN

= o M

5 A = 7 = - - 8
korijeni jednadzbe x™ = 1 korijeni jednadzbe x” = 1 korijeni jednadzbe x’ =1 korijeni jednadzbe x™ =1
e

<orijeni jednadibe x'° = 1 «orijeni jednadibe x'' =1 korijeni jednadzbe x'* = 1

3.4.7. EKSPONENCIJALNI ZAPIS KOMPLEKSNOG BROJA
Koriste¢i poznatu Eulerovu formulu

e = cos@ +isinf
kompleksan broj z = |z|(cos 6 + isin 8) moze se zapisati u eksponencijalnom zapisu:

z = |z|e'.

Primijetimo da eksponencijalni zapis nije nista drugo do trigonometrijski zapis u kojem smo
cos 6 + i sin @ zamijenili s e?,
Zahvaljuju¢i svojstvima eksponencijalne funkcije, formule za mnoZenje 1 dijeljenje u

.....

brojeve z, = |z,|e'01 i z, = |z,|e'%2 vrijedi:

212, = |z1]€'%1|z;|e%2 = |z||z,|e!®1192) |
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ﬂ _ |lee _ |le el'(gl_gz)'

Z;  |zlei% |z,

Slicno formulama za potenciranje 1 korjenovanje iz prethodnog odlomka, postoje
odgovarajuce formule u eksponencijalnom zapisu: za broj z = |z|e? vrijedi

7N = |Z|nein9 i

n . 0+2mk
z="1zle'Cn ) (k=012 ..,n—1).
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4. PRIMJENE KOMPLEKSNIH BROJEVA U ZNANOSTI |

INZENJERSTVU

Kompleksni brojevi najcesée se primjenjuju u podrucjima usko vezanim uz matematiku i
fiziku kao osnova za kompleksne funkcije. One se primjenjuju u podru¢jima poput kvantne
mehanike, analize signala, teorije kontrole, elektromagnetizma, dinamike fluida i drugima. U
teoriji kontrole sustavi se Cesto transformiraju pomocu Laplaceove transformacije koje
funkciji realne varijable t (vrijeme) pridruzuju funkciju kompleksne varijable s (kompleksna
frekvencija). U dinamici fluida kompleksne funkcije se koriste za opisivanje potencijala toka
u dvije dimenzije. Kompleksni brojevi se pojavljuju kao dio Fourierovih transformacija u
elektronici za analizu promjenjivih napona i struja. Oni omoguéuju objedinjavanje otpornika,
kondenzatora i induktora unutar domene kruzne frekvencije kao jednog kompleksnog broja

(impedancija) koji nam govori o ukupnom otporu prolaska struje kroz strujni krug.

4.1. KVANTNA MEHANIKA

Kvantna mehanika je grana fizike koja proucava ponaSanje elektrona i ostalih elementarnih
Cestica u atomima, molekulama 1 kristalima. U jednoj od najpoznatijih jednadzbi koja je
takoder i jedna od temeljnih jednadzbi kvantne mehanike pojavljuje se imaginarna jedinica.
Ta jednadzba je Schrodingerova jednadzba i onda prikazuje prostorno i vremensko ponasanje
Cestice u okviru kvantne mehanike. U svojem prvobitnom obliku jednadzba je izgledala

ovako:

h h?

-7 all)(r, t) = 5 VY (r,t) + V(r,t) (r)

23



gdje je: h reducirana Planckova konstanta, i imaginarna jedinica, % parcijalna derivacija po

vremenu, ¥ (r, t) valna funkcija, V2 nabla operator i V (, t) potencijalna energija.

4.2. DIGITALNA OBRADA SIGNALA

U digitalnoj obradi signala kompleksni brojevi se koriste zbog moguénosti da jednostavno i
sazeto predstave valne oblike. Tradicionalno se sinusoida zapisuje u jednom od ovih oblika:
M cos(wt + ¢) ili Acos(wt) + Bsin(wt) gdje M, A i B oznacavaju amplitude, ¢ fazu, w
frekvenciju Posto se koriste po dva parametra (A i B te M i ¢) da se izrazi sinusoida moguce
je zamijeniti taj oblik s kompleksnim brojem. Ta zamjena je vazna jer omogucuje uporabu
Fourierove transformacije koja transformira vremenski signal u frekvencijsko podrucje. Za
trigonometrijski zapis ova zamjena izgleda ovako:
A cos(wt) + Bsin(wt) & a + jb
a za eksponencijalni zapis
M cos(wt + ¢) & Me/?.

U elektrotehnici imaginarna jedinica i zamijenjena je s j zbog koriStenja oznake i za jakost
struje. Uvode¢i ovu zamjenu treba imati na umu da ¢e korisnost rjeSenja ovisiti o
primjerenosti operacija koje ¢emo provesti nad nasim novim (kompleksnim) parametrima. Na
primjer, za dva vala operacija zbrajanja daje korisno rjeSenje jer ¢e rjeSenje biti novi
kompleksni broj koji predstavlja novi val, a mnoZenje moze dati i broj bez imaginarnog dijela

¢ime se gube svojstva vala.
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Input signal Output signal

o A L L 3
ER Linear ERS 2 A
= | Y Y A Y A Y E VoA N G T
A > System [ > ESTIJII
VIRV EIYELY 2
BRVANAYARAVANAVANAY :
4 -+
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Time Time
_;f__ 3cos(wt + m/4) 1.5cos(wt - /8)
‘:f or or
;f-:_ 21213 cos(wt) - 2.1213 sin(wr) 1.3858 cos(wi) + 0.5740sm ()
- A A
. ¥ ¥
53 3¢ 0.5¢/38 15078
% ; ar or p— or
SE 21213 + j2.1213 0.1913 - j0.4619 1.3858 - 70.5740

Slika 16. Prikaz prolaska sinusoide kroz linearni sustav

Na Slici 16. vidimo primjer uporabe kompleksnih brojeva kao zamjene za valnu funkciju

sinusoide prilikom prolaska kroz linearni sustav. Linearni sustav takoder je predstavljen kao

kompleksni broj.

4.3. FRAKTALI

Fraktali su geometrijski objekti razlomljene, tj. necjelobrojne dimenzije. Oni daju jednaku
razinu detalja neovisno o stupnju uvecanja; svaki dio je (barem priblizno) umanjena kopija
originala — kaZzemo da fraktali posjeduju svojstvo samosli¢nosti. Fraktalni oblici se mogu naci
u prirodi. Jedan primjer su biljke poput brokule i paprati, takoder med kristalizira u fraktalne
oblike. Fraktalna struktura moze se primijetiti kod ljudi i drveca, gdje krvne zile i grane imaju

priblizno istu strukturu koja posjeduje odredena fraktalna svojstva.
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Za temu kompleksnih brojeva vazni su Julijevi skupovi (Slika 17) i Mandelbrotov skup (Slika
18). Julijevi skupovi dobivaju se pomocu kvadratne funkcije
f(z)=z%+¢
to jest pomocu pripadajuceg niza
Zns1 = f(20) = 24 +
gdje je z, niz kompleksnih brojeva, a c fiksirani (izabran) kompleksan broj. Za razlicite

vrijednost broja ¢ mogu se dobiti razliciti graficki prikazi u kompleksnoj ravnini poput ovog:

Slika 17. Primjer Julijev skupa

Mandelbrot je promatrao istu funkciju i pripadni niz te je uz uvjet z, = 0 dobio skup tocaka c
kompleksne ravnine za koje je Julijev skup (u uZzem smislu) povezan. Na slici 18. moze se
vidjeti Mandelbrotov skup i dodatno uvecanje jednog njegovog dijela na kojem se ocituje

svojstvo samosli¢nosti.
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¢anjem izabranog dijela

Slika 18. Mandelbrotov skup s uve
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5. ZAKLJUCAK

U ovom radu bolje smo se upoznali s kompleksnim brojevima, prosli smo kroz njihovu
povijest od nezahvalnih pocetaka do konacnog prihvacanja. Obradili smo najvaznije
matematicke operacije s kompleksnim brojevima i naveli njihovu primjenu u znanosti i
inzenjerstvu. Kompleksni brojevi se sastoje od realnog i imaginarnog dijela. Upravo
imaginarni dio, zahvaljujué¢i tome da nije realan a ipak ,,postoji* i itekako ima svoj znacaj,
nam govori o ljepoti matematike i ljudske prirode. Matematika je alat kojim pokuSavamo
upoznati svijet oko sebe te ga simbolic¢ki opisati, doduse na ne uvijek najjednostavniji ili
postojati drugi korijen negativnog broja ako ne postoji broj koji kvadriranjem daje negativan
broj, ali ujedno i do odgovora na njega. Ali jo§ vaznije, razumijevajuci specifi¢nu ulogu
matematike u ljudskoj misli moZemo pojmiti zaSto su za rjeSenje ,,problema* kompleksnih
brojeva (i sli¢nih teskih pitanja) bile potrebne ideje izvan okvira vremena u kojem je

postavljen.
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