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Sazetak

Poplocavanje predstavlja prekrivanje prostora geometrijskih likovima bez rupa i
preklapanja te ga je moguce primijeniti na proucavanje struktura ¢vrstih odnosno
kristalnih tvari. Struktura kristala ponavlja se u svim smjerovima na periodican
nacin, a osnovna prostorna jedinica kristala je jedini¢na ¢elija. Do 80-ih godina
vjerovalo se da sve Cvrste stvari posjeduju ovakve savrSene strukture, no
proucavajuci legure metala otkriveno je da mnoge tvari posjeduje nedopustene
rotacijske simetrije te je njihova struktura u stvarnosti kvaziperiodi¢na. Za
razumijevanje ovakvih struktura potrebno je primijeniti neperiodi¢na
poplocavanja koja je prouavao matematicar Roger Penrose. Kod neperiodicnog
poploc¢avanja nikada neé¢e doc¢i do ponavljanja uzorka, a Penrose uspjeva
neperiodi¢no poplocavanje svesti na KoriStenje samo dva oblika koje naziva
,Zmaj« 1 ,.strijela®.

Kljuéne rije¢i — neperiodiCnost, Penroseovo poploCavanje, kvazikristali,
ikosaedar

Abstract

Tiling is the covering of space with geometric figures without holes and overlaps,
and it can be applied to the study of the structures of solid or crystalline
substances. The structure of the crystal is repeated in all directions in a periodic
manner, and the basic spatial unit of the crystal is the unit cell. Until the 1980s,
all solids were believed to possess such perfect structures, but studying metal
alloys revealed that many substances possess impermissible rotational symmetries
and their structure is in fact quasi-periodic. To understand such structures it is
necessary to apply the non-periodic tiling studied by the mathematician Roger
Penrose. With non-periodic tiling, the pattern will never be repeated and Penrose
manages to reduce the non-periodic tiling to using only two shapes, which he calls
"kite" and "dart".

Keywords - non-periodicity, Penrose tiling, quasicrystals, icosahedron
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UvOoD

Proucavanjem kristalnih struktura otkriveno je da kristali imaju odredenu
strukturu koja se periodicki ponavlja u svim smjerovima te posjeduju odredenu
simetriju. Periodi¢ha struktura najbolje se moze objasniti proucavajuéi
poplocavanje te je ono periodi¢no ukoliko je moguce slaganje oblika isklju¢ivo
njihovom translacijom. Kristali mogu posjedovati rotacijsku simetriju 2.,3.,4. i 6.
reda. Svaka od tih simetrija predstavlja kut od % gdje je n=2,3,4,6, za koji je

moguce zarotirati oblik tako da on izgleda isto nakon rotacije.

U stvarnosti mali broj kristala posjeduje savrSenu strukturu te postoje defekti
zbog cCega njihova struktura nije periodicna. Neperiodi¢na poploCavanja
proucavao je matematiar Roger Penrose.

Penrose je profesor emeritus na Sveucilistu u Oxfordu, a kroz Zivot bavi se
teorijskom matematikom i fizikom, a posebno se interesira za proucavanje
svemira te prostora i vremena. Isti¢e se za rad na crnim rupama sa Stephenom
Hawkingom za §to 2020. godine dobiva Nobelovu nagradu.

Penrose takoder proucava tzv. nedopustene geometrijske oblike, a 1974. godine
otkriva dvije plo¢ice pomocu kojih je mogucée poplocati prostor bez da dode do
ponavljanja uzorka, odnosno kojima je moguée isklju¢ivo neperiodi¢no
poplocavanje. Plocice naziva ,,zmaj* 1 ,,strijela, a one su zapravo jedan ,,Siroki*
te jedan ,,uski* romb.

Neperiodi¢no poplo¢avanje primijenjeno je na prouc¢avanje kvazikristala, a sve do
80-ih godina vjerovalo se da su strukture ¢vrstih tvari kristalne. Kvazikristali su
krutine koje posjeduju nedopustene rotacijske simetrije kao $to je simetrija 5.
reda.



OPCI DIO
1. Roger Penrose

Roger Penrose je britanski matematicar koji se bavi istrazivanjima u podrucjima
matematike i teorijske fizike. Penrose je diplomirao na Sveucilistu Londonu te
upisuje doktorat na Sveucilistu u Cambridgeu pod mentorstvom Williama Hodgea
gdje se bavi istrazivanjima u podrucju algebarske geometrije. Ubrzo shvaca da se
njegova podrucja interesa razlikuju od Hodgea te zavrSava svoj doktorat pod
mentorstvom Johna Todda s temom ,Tenzorske metode u algebarskoj
geometriji“. Penrose je poznat po mnogim otkri¢ima vezanim za matematiku,
teoriju relativnosti 1 kvantnu teoriju medu kojima je najpoznatiji njegov rad na
crnim rupama u suradnji sa Stephenom Hawkingom. Penrose dobiva Nobelovu
nagradu 2020. godine za otkri¢e da opca teorija relativnosti predvida nastajanje
crne rupe [1].

Slika 1. Roger Penrose (Fetival della Scienza, 2011.)



1.1. Istrazivanja

Kao student, zajedno sa svojim ocem, Penrose objavljuje ¢lanak o nemogucim
objektima kao $to su nemoguéi trokut, poznat kao Penroseov trokut Koji je
sastavljen tri grede postavljene pod pravim kutem te beskrajno stubiste, koje ¢ini
beskrajnu petlju gdje se moguce istovremeno spustati i uspinjati. Oba objekta su
opticke varke koje krse zakone euklidske geometrije.

>

Slika 2. Penroseov trokut (lijevo) i Penroseovo stubiste (desno)

Nakon studija, gdje se bavi teorijskom matematikom, Penrose se pocinje
interesirati za fiziku te primjenjuje matematiku za izraCunavanje svojstava
prostora i vremena. U svom radu, "Gravitacijski kolaps i prostorno-vremenski
singularitet”, Penrose [2] objasnjava kako objekt kao umiruc¢a zvijezda koja
implodira, niSta ne moze sprijeciti U nastanju toliko jakog gravitacijskog polja da
dode do stvaranja singulariteta, odnosno geometrijske to¢ke u prostoru u kojoj je
masa komprimirana do beskonac¢ne gustoce. Zajedno sa Hawkingom dolazi do
Penrose-Hawkingovog teorema singulariteta pomocu kojeg primjenjuje
gravitacijski kolaps na kozmologiju i opisuje singularitet velikog praska za sto
2020. godine Penrose dobiva Nobelovu nagradu. Doprinos Penrosea
gravitacijskom kolapsu bio je kljuan, pocevsi od njegove pretpostavke o
kozmickoj cenzuri gdje objaSnjava da ¢e se svaka slijedeca singularnost nalazi
unutar horizonta dogadaja okruzenog skrivenim vremensko-prostornim
podru¢jem koje je kasnije nazvano crna rupa.

Penrose pokuSava povezati kvantnu teoriju 1 opc¢u teoriju relativnosti pomocu
teorije tvistora u kojoj predlaze kako prostor-vrijeme nastaju u tzv. tvistorskom
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prostoru. Velik doprinos Penrosea su i spinske mreze odnosno Penroseovi
dijagrami koji predstavljaju uzro¢no-posljedi¢ne veze izmedu razli¢itih tocaka u
prostoru i vremenu. Penrose 2004. godine objavljuje vodi¢ za zakone fizike kojim
predvida vezu izmedu kvantne mehanike 1 opce relativnosti u kojem predlaze da
kvantno stanje ostaje u superpoziciji dok zakrivljenost prostora i vremena ne
dostigne neku znacajnu razinu.

Godine 1974. otkriva Penroseovo poplocavanje koje predstavlja dvije plocice s
kojima je moguce poplocavati isklju¢ivo neperiodi¢ki. Pomicanjem ovakvih
plocica, bez njihove rotacije, nikada nece biti proizveden isti uzorak. Penroseove
plo¢ice imaju refleksijsku simetriju te prve ukazuju na rotacijsku simetriju 5.
reda. Kasnije su ovakvi uzorci uoc¢eni u rasporedu atoma u kvazikristalima.

Penrose se takoder interesira za definiranje svijesti, o ¢emu je napisao dvije knjige
The Emperor’s New Mind (1989.) i Shadows of the Mind (1994.) u kojima tvrdi
da je za objaSnjavanje svijesti potrebna kvantna mehanika [3].



2. Poploc¢avanje ravnine

Pod pojmom poploCavanje ravnine podrazumijeva se prekrivanje ravnine
odredenim geometrijskim likovima bez da dode do njithovog medusobnog
preklapanja i bez praznina. Prema definiciji poploCavanje je prebrojiva familija
zatvorenih skupova (plo€ica) Kkoji ispunjavaju ¢itav prostor odnosno ravninu.
Ukoliko dolazi do preklapanja plo€ica govorimo o prekrivanju, a ako postoje rupe
odnosno praznine radi se o pakiranju [4].

Ukoliko je ravninu moguce poplocati translacijom, odnosno pomicanjem objekta
bez njegove rotacije ili refleksije, takvo poplocavanje je periodi¢no. Translacijska
simetrija postoji ukoliko pomicanjem objekta on ostaje nepromijenjen. Periodi¢no
poplocavanje moguce je oblicima kao Sto su pravilni trokut, ¢etverokut ili
Sesterokut. Ovakvi oblici posjeduju rotacijske simetrije drugog, trec¢eg, Cetvrtog
ili Sestog reda.

Elementi poplo€avanja su ¢voriste 1 rub ploCice. Svaki rub ploc€ice se podudara sa
rubovima plocica koje leze sa svake strane. Rub povezuje dva ¢vorista plocica
koja se jo$ nazivaju i krajnje to¢ke ruba. Najmanji broj ¢voriSta prilikom
poplocavanja mora biti tri.

2.1. Pravilno poplocavanje ravnine

Geometrijski oblik rotacijski je simetrian ukoliko rotacijom oko njegove osi za
odredeni kut izgleda identi¢no kao pocetni oblik. Kut za koji se odredeni oblik
rotira dobije se tako da se 360° podijeli s prirodnim brojem n takvim da je 360
visekratnik od n. Pri tome dobivamo skupinu oblika sa zajedni¢kom rotacijskom
simetrijom C,.

Kod pravilnih n-terokuta zbroj kutova mozemo dobiti izrazom
(n—2) x 180°. (2.1)
Iznos svakog pojedina¢nog kuta jednak je:

(n—2)x180°

no (2.2)

Uzmemo li za primjer pravilan jednakostranic¢an trokut u kojem je n=3, vidimo da
zbroj kutova iznosi 180°, a svaki pojedinacni kut 60°. Takoder, podijelimo li 360°
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sa n=3 dobivamo 120°, odnosno kut za koji mozemo zarotirati ovakav trokut da
se ponovno dobije identi¢an pocetni oblik. Na Slici 3 prikazano je pravilno
poplocavanje ravnine trokutima. Ovakvo poploCavanje oznaava se sa
(3,3,3,3,3,3) gdje svaki broj predstavlja jednu stranicu mnogokuta koja se sastaje
u ¢voristu. U svakom ¢voriStu sastaje se Sest jednakostrani¢nih trokuta.

Slika 3. Poplocavanje ravnine jednakostrani¢nim trokutima

Na Slici 4 prikazano je poplocavanje ravnine kvadratima, n=4. Ovakvo
poplo¢avanje mozemo oznaciti sa (4,4,4,4) jer se u svakom ¢voristu sastaju Cetiri

kvadrata.

Slika 4. Poploc¢avanje ravnine kvadratima

Pravilnim Sesterokutima takoder je moguce periodicno poplocati prostor te se
ovakvo poploCavanje oznacava sa (6,6,6). (Slika 5)
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Slika 5. Poploc¢avanje ravnine Sesterokutima

2.2. Polupravilna ili Arhimedova poplo¢avanja ravnine

Arhimedova poplocavanja posebna su vrsta poplo¢avanja kod kojih se u
¢voristima sastaje viSe vrsta pravilnih mnogokuta. Kao §to je prikazano u formuli
2.1, zbroj unutrasnjih kutova n-terokuta iznosi (n-2) x 180°, te iz toga slijedi:

_ (n—-2)x180°
n — n '

gdje a,, predstavlja veli¢inu unutarnjeg kuta. UvrStavanjem n=3,4,5,6 za pravilni
trokut, Cetverokut, peterokut i Sesterokut u formulu 2.4, dobivamo a3=60°,
04=90°, as =108° te as=120°. Kada bi se u nekoj ravnini sastajala sva Cetiri
mnogokuta, zbroj njihovih kutova iznosio bi 60°+90°+108°+120°=378°, §to je
vece od 360°. 1z ovoga dolazimo do zakljucka kako u razdiobi ravnine na pravilne
mnogokute ne moze biti viSe od tri mnogokuta.

Potrebno je pronaéi sve moguce razdiobe, odnosno poplocavanja ravnine u
pravilne mnogokute, pri ¢emu sve stranice 1 ¢voriSta moraju biti sukladni.
Uzmemo li slucaj u kojem poplo¢avamo s dvije vrste razli¢itih mnogokuta, onda
se u jednom cCvoristu sastaje se k; nj-terekuta i ky np-terokuta. Takoder, zbroj
kutova oko jednog ¢vorista mora biti 360°, $to se moze zapisati pomocu jednadzbe

(n;—2)x180° (n;—2)x180°

kl X + k2 X = 3600

ny n;

12
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S obzirom da je najmanji broj mnogokuta koji se sastaju u ¢voristu tri, a najveci
6 vrijedi 3 <k, +k, <6. AKo ove uvjete primijenimo na jednadzbu 2.5
dobivamo:

—2)x180° —2)%x180°
x (n1-2) +k, X (np—2) —

ey 2n, 2 2n, 1, (2.6)

k(G-) the(G-5) =1 @.7)

Uz zadane uvjete, 3 < k; + k, < 6, moguce vrijednosti k; 1 K, prikazane su u
donjoj Tablici:

ki 1 2
Ko 2 1 3 1 2 4

-
w
N
=
N
N
w

=
w
N

Na Slici 6 prikazano je poplo¢avanje pomocu kvadrata i dva pravilna osmerokuta:

Slika 6. Primjer Arhimedovog poplo¢avanje [5]

Postoji ukupno osam Arhimedovih poplo¢avanja ravnine [5].
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2.3. Penroseovo poplocavanje

Periodi¢no poplocavanje predstavlja poplofavanje prostora pomocu pravilnih
oblika kao §to su trokut, ¢etverokut te Sesterokut, kojima je moguce poplocati
prostor iskljucivo translacijom, bez rotacije ili refleksije oblika. Roger Penrose je
1973. godine pronasao set od Sest ploCica Cije poplocavanje je neperiodi¢no.
Godine kasnije pronalazi nacin da broj plo¢ica svede na Cetiri, a kasnije i na dvije.
Najpoznatiji par Penroseovih ploc¢ica su oblici zvani ,,zmaj“ (engl. kite) te
,Lstrijela (eng. dart) prikazani na Slici 7 [6].

Slika 7. Zmaj (lijevo) i strijela (desno) [7]

Zmaj i strijela dobiveni su iz romba s kutovima 72° i 108° (Slika 8). Dijeljenjem

1+5

najduze dijagonale na omjer ¢ = — = 1.61803398 ... te spajanjem tocke s

tupim kutovima dobiveni su omjeri stranica u trokutima te oni odgovaraju zlatnom
rezu, ¢. Dobiven je i najmanji kut koji iznosi 36°, a ostali kutovi su njegovi
visekratnici. S obzirom da je ¢ iracionalan broj, upravo na taj nacin dokazana je
neperiodi¢nost Penroseovog poplo¢avanja.
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Slika 8. Romb sastavljen pomocu Penroseovih zmaja i strijele [8]

Penroseov uzorak zapocinje postavljanjem strijela i zmajeva oko jednog vrha te
njihovim Sirenjem u radijalnom smjeru. Prilikom dodavanja plo¢ica moguca su
dva slucaja. U prvom slu¢aju moguce je staviti bilo koju ploc¢icu, dok je u drugom
potrebno birati izmedu strijele ili zmaja kako bi se prostor u potpunosti ispunio.
Moguce je nai¢i 1 na kontradikciju odnosno mjesto na koje ne pristaje niti jedna
plocica te se u tom sluc¢aju potrebno vratiti i odabrati drugaciju plo¢icu na mjestu
gdje je bilo moguce staviti bilo koju ploCicu. Stoga je najbolji nacin za ovakvo
poplo¢avanje ispunjavanjem prvo s ,prisiljenim* plo¢icama odnosno onom
ploCicom koja pristaje u taj prostor te na taj nacin ne¢e do¢i do kontradikcije. Na
ovaj nacin moguce je poploc¢avati u beskonac¢nost. Na Slici 9 prikazan je uzorak
dobiven poplocavanjem Penroseovim plocicama.

Slika 9. Penroseov uzorak [9]

15



Kao $to je navedeno u poglavlju 2.2., pravilni oblici posjeduju rotacijske simetrije
drugog, treceg, Cetvrtog ili Sestog reda. Kod Penroseovog poplocavanja javlja se
simetrija petog reda, $to znaci da ¢e rotacijom za 36° doc¢i do poklapanja veceg
dijela uzorka. Iako je moguce konstruirati Penroseove uzorke s visokim stupnjem
simetrije, kod vecine uzoraka javljaju se neo¢ekivana odstupanja. Kada se uzorak
Siri, ¢ini se kao da ¢e se ponoviti, no to se nikada ne dogada. Prema ,,teoremu
lokalnog 1izomorfizma“ svi Penroseovi uzorci su sli¢ni. Penrose je uspio pokazati
da je svako konac¢no podrucje u bilo kojem uzorku sadrzano negdje unutar svakog
drugog uzorka. Stovise, pojavljuje se beskrajno puno puta u svakom uzorku.

Slika 10. Oblici kojima je moguce zapoceti Penroseov uzorak [10]

Postoji sedam nacina na koje je moguce poceti slagati plo€ice oko nekog vrha
(Slika 10). Ukoliko slaganje zapoc¢nemo ,,Suncem‘ (engl. sun), uzorak s pet
zmajeva koji se spajaju u jednom vrhu, dobit ¢emo uzorak sa simetrijom petog
reda. Drugi oblik koji takoder daje simetriju petog reda je ,,zvijezda™ (engl. star).
Sunce i zvijezda jedini su Penroseovi uzorci sa savrSenom simetrijom petog reda
te su ekvivalentni §to znaci da inflacijom ili deflacijom jednog ili drugog uzorka
dobiva se onaj drugi. Na Slici 11 prikazani su sunce i zvijezda.
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Slika 11. Sunce (lijevo) i zvijezda (desno) [11]

Najbitniji uzorak za razumijevanje Penroseovih plocica je tzv. ,uzorak
beskonac¢nog kotaca“ (engl. infinite cartwheel pattern, Slika 12). Kota¢em se
naziva dio ozna¢en crnom crtom, a srediSte je nacinjeno od pravilnih deseterokuta
te se svaka toc¢ka u uzorku nalazi unutar kotaca to¢no poput ovog Koji je prikazan.
Deset svijetloplavih ploc¢ica nazivaju se ,,crvi (engl. worms), a napravljene su od
dugih i kratkih , leptir-masna“ te je broj dugih u zlathom omjeru prema broju
kratkih leptir-masni. Osim sredista uzorka, ostatak pokazuje savrSenu simetriju
desetog reda, te se dolazi do izmjene uzoraka sunca i zvijezde. U ovom uzorku
postoji ukupno 2'°=1024 stanja, a uklanjanjem moguénosti rotacije i refleksije
ostaju ukupno 62 razli¢ite kombinacije. Svaka kombinacija ploc¢ica unutar kotaca
ostavlja podruc¢je koje se naziva ,,decapod”. Svaki decapod sastoji se od 10
jednakih jednakokracnih trokuta oblika uvecanih polovi¢nih strijela.

o0
AR
A%

4
r
{ng‘ﬁb
y oskes

S5 Sy
4

#V
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Slika 12. Uzorak beskonacnog kotaca [12]
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Rastavljanjem strijela i zmajeva na manje dijelove te njihovim ponovnim
sastavljanjem na druge nacine moguce je dobiti nove parove ploCica koje imaju
slicna svojstva pocetnim ploc¢icama. Na ovaj nafin Penrose je pronasao par
plocica koji se sastoji od dva romba sa svim rubovima jednakih duZina. Veci romb
Ima kutove 72° i1 10° dok onaj manji ima 36° i 144° te je dobiveni uzorak prikazan
na Slici 13. PovrSina i1 broj komada od svake vrste potrebnih za poplocavanje su
u zlatnom omjeru. Ovakvi uzorci postavljaju se na ravninu na nebrojivu
beskonacnost neperiodi¢nih nacina [13].
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Slika 13. Poplocavanje Penroseovim rombovima [14]

Kod Penroseovog poplo¢avanja vrijedi teorem lokalnog izomorfizma, $to znaci
da ukoliko odaberemo neki konac¢ni dio niza, mozemo pronaci njegov duplikat ne
toliko daleko od njega. Slucaj u kojem nece doéi ponavljanja nekog uzorka javlja

se ako se uzme niz koji je beskonacan. Ako odaberemo viSekratnike zlatnog reza

(”f’) te ih zaokruzimo na najbliZi cijeli broj dobivamo niz: 1, 3, 4, 6, 8, 9, 11,

12, 14,16, 17,19, 21, 22, 24, 25, 27, 29, 30, 32, 33, 35, 37, 38, 40, 42, 43, 45, 46,
48, 50... Ako zaokruzimo viSekratnike kvadrata zlatnog reza dobivamo niz: 2,
5,7,10, 13, 15, 18, 20, 23..., te se te dvije sekvence nazivaju komplementarnima.
Zajedno pokazuju svaki cijeli pozitivni broj samo jednom. Uzastopni viSekratnici
bilo kojeg stvarnog broja a, zaokruzeni na najblizi cijeli broj tvore niz pod
nazivom spektar a [13].

Jedan od najvecih matematicara srednjeg vijeka, Leonardo iz Pise, poznatiji kao
Fibonacci, otkrio je neobi¢an matemati¢ki niz koji danas nosi njegovo ime.
Fibonaccijev niz ¢ine brojevi 1,1,2,3,5,8,13,21,... pri Cemu se svaki sljedeci broj
racuna kao zbroj prethodnih dvaju u nizu. Elementi Fibonaccijeva niza nazivaju
se 1 Fibonaccijevi brojevi [15]. Penroseovo poploCavanje u vezi je s
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Fibonaccijevim nizom. Penroseove plocice medusobno su sli¢ne, tako da
inflacijom ili deflacijom tvore novu plocicu, a slicna ovakva svojstva ima i
Fibonaccijev niz. Uzme li se dio Fibonaccijeva niza te se svaki slijedeci broj

podijeli s prethodnim, dobiveni brojevi tezit ¢e broju ¢ (¢ =1.618...): §=

1.67,2 = 1.6,% = 1.63,... Fibonaccijev niz nije rijetka pojava u prirodi te mnoge
biljke i zivotinje pokazuju svojstva ovog niza. Primjer Fibonaccijevog niza u
prirodi je suncokret ¢ije sjemenke u srediStu rastu u spiralu te pribrajanjem spirala
dobit ¢e se Fibonaccijev broj. Cak i ljudsko tijelo se sastoji od Fibonaccijevih
brojeva 1, 2, 31 5: jedan nos, dva oka, tri segmenta svakog uda te pet prstiju.

Prilikom poplocavanja Penroseovim plo¢icama potrebno je postivati odredena
pravila te je omjer njihova pojavljivanja u poplo¢avanju jednak zlatnom omjeru.
Penroseov rad na istraZivanjima neperiodi¢nih poplo€avanja doprinosi razvoju
kristalografije. Njegova nagadanja o kristalima, ¢ak i njegova terminologija,
pokazala su se nevjerojatno proro€anskim. Pocetkom osamdesetih godina brojni
znanstvenici 1 matematicari poceli su oprezno nagadati o mogucnosti da se
atomska struktura kristala temelji na neperiodi¢noj resetki [13].

19



3. Struktura kvazikristala

Do pocetka osamdesetih godina vjerovalo se da je struktura ¢vrstih tvari kristalna,
odnosno periodi¢na te oni pokazuju rotacijske simetrije drugog, treceg, Cetvrtog
ili Sestog reda. Resetke dotada poznatih Kristala proizlaze iz tri Platonova tijela
(Slika 14), odnosno poliedara kojima su strane medusobno jednaki mnogokuti, a
to su tetraedar, kocka 1 oktaedar. U Platonova tijela joS spadaju 1 dodekaedar te
iIkosaedar, no oni su iskljuceni zbog peterostruke simetrije koja onemogucava
periodi¢no poplocavanje. Ikosaedarska struktura otkrivena je kod metalne krutine
Al-14-at. %-Mn. Ako se uzorak zaokrene kroz kutove neke tocke elektronska
difrakcija odabranog podrucja jasno prikazuje Sest petostrukih, deset trostrukih i
petnaest dvostrukih osi karakteristi¢nih za ikosaedarsku simetriju [16].

Tetraedar lkosaedar Dodekaedar Oktaedar Heksaedar (kocka)

Slika 14. Platonova tijela [17]

3.1. Difrakcija i otkriée kvazikristala

Do difrakcije svjetlosti dolazi zakretanjem svjetlosnih valova prilikom nailazenja
na prepreku. S obzirom da val dolazi i s jedne 1 druge strane prepreke do¢i ¢e do
njihove medusobne interferencije. Postoje razlicite vrste svjetlosne difrakcije, a
pri proucavanju kristalnih struktura najces¢e se koristi Rentgenska difrakcija.
Max von Laue, primjenom Rentgenske difrakcije, dokazuje da se veéina Cvrstih
materijala nalazi u kristalnom stanju te se njihova unutarnja struktura ne mora
odrazavati i na vanjski izgled [18]. Kristalni uzorci djeluju kao opticka resetka za
rentgensko zracenje, zbog male valne duljine zraka, te ukoliko zrake vidljive
svjetlosti padnu na opti¢ku reSetku dolazi do njene difrakcije. William Bragg
objasnjava difrakciju pomocu jednadzbe poznate kao Braggov zakon:

niA = Zdhleine , (28)

gdje je A valna duljina, 6 kut reflektirane svjetlosti i dnq udaljenost ravnina.

20



Otkri¢e kvazikristala pripisuje se Danielu Shechtmanu. Shechtman je proucavao
difrakcijske uzorke koji nastaju kada se x-zrake pustaju kroz kristale te pri tome
otkrio uzorke koji nemaju periodi¢ne strukture. Shechtman i njegovi kolege
mijeSali su aluminij 1 mangan u otprilike omjeru Sest prema jedan; zatim su
zagrijali smjesu 1, nakon §to se otopila, brzo je ohladili natrag u kruto stanje.
Shechtman je, koriste¢i elektronski mikroskop, otkrio da stvrdnuta legura
pokazuje peterostruku odnosno ikosaedarsku simetriju, odnosno zaokretanjem za
72° (360°/5) reproducirana je ista struktura. Takva se simetrija smatrala
nemogucom u kristalima jer nije mogla pruziti osnovu ponavljajuce se pravilne
strukture te je ona neperiodicna u svim smjerovima. Na Slici 15 prikazan je
difrakcijski uzorak dobiven iz kristala ikosaedarske strukture. U kvazikristalima
javlja se i dodekaedarska struktura. Ako ohladimo talinu od bakra, aluminija i
zeljeza, ona ¢e oCvrsnuti u zrno oblika dodekaedra, geometrijske krutine ¢ije
strane Cini 12 pravilnih peterokuta. Kristali su sastavljeni od identi¢nih gradevnih
jedinica, koje nazivamo jedini¢nim ¢elijama, sa istim rasporedom atoma izmedu
susjednih ¢elija. Dodekaedarsku strukturu nije moguce sastaviti pomocu atoma u
jedini¢noj celiji koriStenjem jednog oblika S$to znac¢i da je ovakva struktura
zapravo kvazikristalna [19].

79.2°

58.29° 37.38°

Slika 15. Difrakcijski uzorci dobiveni iz jednog zrna ikosaedarske strukture [16]
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Svaka kristali¢na tvar ima svoj karakteristicni difraktogram. Difraktogrami su
dijagrami koji prikazuju ovisnost intenziteta difraktiranog zracenja o
difrakcijskom kutu 0. Na difraktogramu se nalaze difrakcijski maksimumi koji
govore o smjestaju atoma ili 1ona u kristalu te vrsti kristalne ¢elije. Difrakcijski
maksimumi mogu se opisati linearnom kombinacijom jedini¢nih vektora.
Trodimenzionalne pravilne kristale je moguce definirati pomo¢u tri vektora d;, d
| d5 te primjenom vektora oblika

N
R = Tllc_il + nzaz + n3a3,

moguce je izgraditi cijeli kristal. Translacijom kristala za taj vektor on prelazi u
samog sebe Sto dokazuje njegovu translacijsku simetriju. Kod opisivanja
kvazikristala to je malo sloZenije jer postoje nedopustene simetrije koje nije
moguce opisati sa tri vektora, ve¢ ih je potrebno definirati minimalno pet. S
obzirom na slozenost strukture kvazikristala, za njen opis najcesce se koriste dvije
metode. Prva metoda je viSedimenzionalna analiza. Kako je ikosaedarska
struktura dopuStena u Sesterodimenzionalnom prostoru, na nju se primjenjuje
projekcijska matrica

1
M= (1*+1)7,

koja sluzi za projekciju hiperkocke u Sesterodimenzionalnom prostoru na
trodimenzionalni prostor. Druga metoda temelji se na trazenju geometrijskih
likova kojima je moguce popuniti prostor, odnosno neperiodicnom poplo¢avanju
prostora na nacin da se dobije kvazikristal. Dobivena struktura usporeduje se sa
podacima dobivenim mikroskopom. Obic¢no se koristi kombinacija obiju metoda
kako bi se dobila difrakcijska slika. U formuli (2.10), t predstavlja zlatni omjer, a
on se javlja kod simetrija petog reda kao omjer dijagonale i stranice peterokuta.
Na Slici 16 prikazan je primjer jednodimenzionalnog Fibonaccijevog niza
dobivenog projekcijom dvodimenzionalne kubi¢ne resetke.
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Slika 16. Primjer jednodimenzionalnog Fibonaccijevog/kvaziperiodi¢nog niza
dobivenog projekcijom dvodimenzionalne kubi¢ne resetke [20]

Kvazikristale moguce je razumijeti primjenjujuc¢i Penroseovo poplocavanje s
dvodimenzionalnog prostora na trodimenzionalni koriste¢i romboedar s tupim i
ostrim kutom te postivajuci njihova pravila slaganja. Oba romboedra pojavljuju
se u zlatnom omjeru jedan na prema drugom, a dobivena struktura je
ikosaedarska. Ikosaedarsku strukturu ¢ini 30 dvostrukih, 20 trostrukih i 12
peterostrukih osi simetrije. Ova struktura je iznimno stabilna i temelj je izgradnje
geodetskih kupola Buckminstera Fullera, ali je i karakteristicna za mnoge viruse
(npr. polio virus) §to ih ¢ini tako neunistivima. Ikosaedarska struktura javlja se u
metalnim legurama, a pogotovo u onima koje sadrze aluminij sa bakrom,
manganom, Zeljezom itd., [18]. Najces¢i tipovi ikosaedarskih kvazikristala koji
se javljaju su tzv. Mackayevi i Bergmanovi grozdovi, a obje vrste sastoje se od
viSe slojeva ikosaedarske i dodekaedarske strukture (Slika 17).
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Slika 17. Mackayev (gore) i Bergmanov (dolje) tip grozda [21]
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3.2. Kvazikristali u prirodi

Vecina dosad poznatih kvazikristala dobivena je u laboratorijima hladenjem talina
metalnih legura. Prvi prirodni kvazikristal (Slika 18) pronaden je u rijeci Khatyrki
u jugoisto¢noj Rusiji, a uzorak je pohranjen u muzeju u Firenzi [22]. Ikosahedrit,
mineral formule AlssCuzsFess, posjeduje zabranjenu ikosaedarsku strukturu te
ukljucuje Sest nezavisnih osi peterostruke simetrije. Sastav ovog kvazikristala
sli¢an je sastavu onih dobivenih u laboratorijima. Istrazivanja pokazuju da ovaj
mineral vrlo vjerojatno nije nastao na Zemlji ve¢ je na nju dospio u obliku
meteorita.

Slika 18. (A) izvorni uzorak khatyrkita koristen u istrazivanju, svjetliji dio
sadrzi mjeSavinu magnezijevog aluminata, augita 1 olivina, tamniji dio se ve¢im
dijelom sastoji od khatyrkita (CuAly) i kupalita (CuAl), ali sadrzi i granule
prikazane naslici (B), (C) i (D) su difrakcijski uzorci dobiveni iz prirodnog
kvazikristala iz dijela zaokruzenog crvenom bojom na (B) [22]
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ZAKLJUCAK

Penroseovo poplocavanje je neperiodicno poplocavanje prostora pomocu
rombova Cij1 kutovi su visekratnici broja 36, a njihovi omjeri stranica odgovaraju
broju ¢, odnosno zlathom omjeru. Penroseovo poplo¢avanje pridonosi razvoju
kristalografije te razumijevanju kvazikristalnih struktura. Strukture kvazikristala
koje se javljaju su ikosaedarska i dodekaedarska, a ovakve strukture posjeduju
nedopustene simetrije kao $to je simetrija petog reda gdje se zaokretanjem za kut
72° reproducira ista struktura. Kod svih simetrija petog reda dijagonala i stranica
peterokuta javljaju se u zlatnom omjeru, ¢. Kvazikristali su legure dvaju ili vise
metala, najceS¢e na bazi aluminija, a njihova fizikalna svojstva razlikuju se od
samih elemenata od kojih su gradeni. Vrlo su otporni na oSte¢enja kao Sto je
korozija, a ikosaedarska struktura pruza im vrlo visoku ¢vrstoéu. Kvazikristali su
1 danas zanimljiv predmet istraZzivanja, a dosad ih je u prirodni pronadeno tek
nekoliko.
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