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Sazetak
DINAMIKA KEMOSTATA

Opisan je matematicki model koji simulira procese u kemostatu, zasnovan na
autonomnom sustavu od dvije diferencijalne jednadzbe. Sustav je rjeSavan pomocu programskog
paketa MATLAB R2018a. Rezultati su prikazani graficki i numeri¢ki za zadane vrijednosti
parametara 1 pocetnih uvjeta. U modelu se, bez obzira na pocetne uvjete, uz fiksne parametre
(Knaks, Km, D, a 1 Cgp) ravnotezne koncentracije mikroorganizama i hranjivih tvari ne mijenjaju.
Nadalje, smanjenje koeficijenta iskoriStenja o (uz ostale fiksirane parametre) rezultira obrnuto
proporcionalnim povecanjem populacije bakterija pri ravnoteznom stanju, a nema utjecaja na
ravnoteznu koncentraciju hranjiva. Pokazano je da, uz predlozeni izbor parametara, sve

trajektorije teze fiksnoj tocki neovisno o pocetnim uvjetima.

Kljuéne rijeci: kemostat, diferencijalna jednadzba, MATLAB, dinamika kemostata, Monodova

kinetika



Abstract

DYNAMIC OF THE CHEMOSTAT

A mathematical model, based on the autonomous system of two differential equations,
for simulation of processes in the chemostat is described. The system is solved using the
software package MATLAB R2018a. The results are presented graphically and numerically for
given parameters and various initial conditions. Regardless of the initial conditions, with fixed
parameters (Kua, Kn, D, o and C,), concentrations of microorganisms and nutrient remain
unchanged at equilibrium. Furthermore, decrease of the nutrient utilization coefficient a (with
other parameters fixed) resulted in an inversely proportional increase of the bacterial population
at equilibrium, but without influence on the concentration of nutrient. It has been shown that all

trajectories converge to the fixed point, independently of the initial conditions.

Key words: chemostat, differential equation, MATLAB, chemostat dynamics, Monod kinetics
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1. UVOD

Kemostat je uredaj koji sluzi za eksperimentalno prouCavanje rasta mikroorganizama.
Glavne su mu karakteristike kontinuirani rad i homogenost hranjivoga medija. Omogucuje
proucavanje stanica mikroorganizama u stacionarnim uvjetima kao i1 djelovanje na ravnotezna
stanja. lako mu je uporaba u pocetku bila ograni¢ena uglavnom na proucavanje Ccistih
bakterijskih kultura, nedugo nakon toga poceo se Siroko primjenjivati u mikrobiologiji. To slijedi
primjena u proucavanju utjecaja rasta mikrobnih kultura na okoli§ 1 obrnuto. Sve CeSc¢e se koristi
u istrazivanjima na podrucju ekologije, evolucijske biologije 1 genetike. U prakticnoj primjeni
pogodan je za istraZivanja povezana s obradom otpadnih voda, istrazivanja obnovljive energije iz
biomase te raznim biotehnoloSkim procesima.

Kemostat je bio predmetom brojnih publikacija 1 knjiga. 1z literature se vidi da je, uz
fiksne vanjske uvjete te definirane parametre, model kemostata odlican za proucavanje dinamike
vrlo kompleksnih ekosustava.'?

U teorijskom dijelu dan je povijesni pregled povezan s otkricem i1 vaznoS¢u kemostata.
Posebna pozornost posvecena je izumiteljima ove tehnike za kontinuirani uzgoj bakterija. Pritom
su koriStene ilustracije iz njihovih originalnih radova. Opisane su karakteristike uredaja i procesa
koji se u njemu odvijaju. Nakon toga opisan je matematicki model dinamike kemostata zasnovan
na sustavu diferencijalnih jednadzbi (dinamicki sustav) sa svim relevantnim parametrima.
Opisano je numericko rjeSavanje tog dinamickog sustava te su rjeSenja sustava prikazana

grafovima i tablicama.



2. TEORIJSKI DIO

2.1 Povijesni pregled

Kemostat su 1950-ih godina gotovo istodobno i neovisno razvili Monod®* te Novick i
Szilard.>® Monod je opisao i jednadzbe kemostata i primjer eksperimentalnog uredaja (slika 1.)
koji omogucuje kontinuirani uzgoj mikroorganizama uz kontrolu rasta putem reguliranja ulazne
brzine. Nazvao ga je baktogen (fr. bactogéne).” Monodov model podsjeta na Michaelis-
Menteni¢in model za kinetiku enzimske katalize.

Pri rastu mikroorganizama situacija je bitno slozenija jer je u pitanju velik broj
intracelularnih reakcija pa je model ovisnosti samo o jednom supstratu koji ograni¢ava rast

stanica, prva ozbiljna simplifikacija.

Paliers "{
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Slika 1. a) Monodova shema kemostata. b) Izvedba uredaja za kontinuirani rast. N - hranjivo, Srp

- spiralna kapilara, CG - brojac kapi, B - rotirajuca tikvica s okruglim dnom, T, - cijev za dotok,
E - nacjepljivanje bakterija, Pr - odvod, T - razinska cijev, P - produkt; M - motor.*




U kemostatu mikroorganizmi rastu u posudi B povezanoj sa spremnikom za hranjivo R
(slika 1.a) koje se moze kontinuirano dodavati Zeljenom brzinom. Izlaznom se cijevi iz B izvlaci
volumen mikroorganizama jednak volumenu hranjiva koji se dodaje. Uvodi se zrak i smjesa
homogenizira mijesanjem.”

CHEMOSTAT

= )

: —AIR ESCAPE
PRESSURE = LEVELING
REGULATOR |- SIPHON
=3 COLLECTING
& VESSEL
iy

RESERVOIR

Slika 2. Shema kemostata®

Novick 1 Szilard razvili su jednostavniji uredaj (slika 2.) 1 predlozili naziv kemostat (eng.
chemostat). Sastoji se od posude s mikroorganizmima 1 supstratom, ulaznog otvora koji
omogucuje dotok hranjiva iz spremnika u sustav i izlaznog otvora kroz koji se uklanjaju
mikroorganizmi 1 supstrat iz reakcijske posude. Odrzava se stalan volumen te stalne i jednake
ulazne 1 izlazne brzine. Tako se prilagodbom brzina na ulazu i izlazu iz uredaja moze fiksirati
brzina rasta mikroorganizama pri ravnotezi.”®

Izvedba modernih kemostata neusporedivo je bolja i ima daleko vec¢e mogucnosti
kontrole procesa. Rast u stacionarnom stanju osobito je prikladan za matematicko modeliranje i

kvantitativnu analizu mikrobne aktivnosti.'>”*8



2.2 Rast bakterijske kulture
Proces rasta mikroorganizama ima sljedece faze:
1. faza prilagodbe (lag-faza): stopa rasta je jednaka nuli
2. faza ubrzanja: stopa rasta se povecava
3. eksponencijalna faza: stopa rasta je konstantna
4. faza usporavanja: stopa rasta se smanjuje
5. stacionarna faza: stopa rasta jednaka je nuli

6. faza opadanja: stopa rasta je negativna

To je opceniti prikaz rasta bakterijske kulture. Neke faze mogu izostati, ali se mogu pojaviti

slozeniji ciklusi rasta.’

[l

(+)
51
0

y

ol

|

|

|

b s o e s s e e e e e e e . ol o | W s - —————— -

w1 _J

- - — el | - ————— - ————— -

)
TIME

b —— —_—————

L0g ; BACTERIAL DENSITY

Slika 3. Faze rasta. Gornja krivulja prikazuje promjene stope rasta, a donja logaritam gustoce
bakterijske kulture. *
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objasnjava stalni interes za simulaciju dinamike kemostata.



2.3 Dinamicki sustavi

2.3.1 Autonomni dinamicki sustavi dviju varijabla

Mnogi problemi u inzenjerstvu su dvodimenzionalni. To znaci da u njima sudjeluju dvije
vrste medusobno ovisnih veli¢ina x 1 y koje se mijenjaju s vremenom ¢. Matemati¢ki model te
situacije zasnovan na razmatranju brzine promjena x 1 y zove se dinamicki sustav On se sastoji

od sustava od dvije diferencijalne jednadzbe oblika:

dx focwd)

- = x’y’

;” (1)
Y _

dl - g(xayat)

. dx . . NN dy . . v . dx
Tu je = brzina promjene veli¢ine x, a o brzina promjene veli¢ine y. Umjesto —; Cestose
oy . d
piSe x', a y' umjesto i.

. vy - . dx . d . . ..
Dinamicki sustav je autonoman ako se -1 —yt mogu zapisati kao funkcije x odnosno y:

d d
dx o)
— =flxy
;” )
Y
” =g(xy)

Ako su f(x,y), g(x,y) linearne funkcije sustav je linearan, a ako je bar jedna od njih
nelinearna sustav je nelinearan.

Intuitivno, ako su u trenutku # vrijednosti tih dviju veli¢ina x 1 y, za mali vremenski
pomak Ar veli¢ina x promijeni se priblizno za f(x,y)At 1 y priblizno za g(x,y)At. Ponasanje
veli¢ina x,y moze se graficki predociti vektorskim poljem. Graficki se trazi skup usmjerenja i sve
crta u xy ravnini tako da se vremenska varijabla ne vidi. Za svaku tocku (x,y) radi se strjelica tako
da se vrijednost f(x,y) nanosi horizontalno, a g(x,y) vertikalno. Jednostavno receno: u tocki
(x(2),y(?)) crta se vektor x(t)? + y(t)j'. Vektorsko polje sustava prikazano je stjelicama koje mogu
imati razli¢ite duljine. Kad su sve strjelice iste duljine vektori su normirani, a to je skup
usmjerenja sustava.

Nedostatak takvog prikazivanja je izostanak informacije o vremenu 7.



RjeSenje autonomnog sustava je svaki par funkcija x(¢),(f) ovisnih o ¢, koje
zadovoljavaju (2). Sustav ima beskonacno mnogo rjeSenja koji ovise o dva neodredena
parametra. Ako se zadaju pocetni uvjeti, tj. vrijednosti x(0) i »(0) onda je rjeSenje sustava
jedinstveno. Opcenito se sustav moze rijesiti samo numericki.

Pocetne vrijednosti sustava su vrijednosti x 1 y u vremenu ¢ = 0. Za izabrane pocetne
vrijednosti (xo, o) trajektorija (putanja, orbita) s poCetkom u (xo, o) je krivulja koja se sastoji od

svih toc¢aka {(x(?),0(¢)) : t € R, x(0) = xo, (0) = yo}.

xOX(1)

(Xou0)

>

Slika 4. Trajektorija s pocetnom tockom (xo, o)

Tocka (xo,y0) prikazuje stanje sustava u ¢ = 0 (pocetak trajektorije), a tocka (x(z),1(¢))

stanje u vremenu 7. Trajektorija prikazuje Zivot sustava.”'’

SUZRZIAS

Slika 5. Primjeri faznih portreta'

Fazni portret je reprezentativni skup rjeSenja u x - y ravnini. Sadrzi nekoliko trajektorija

koje pokazuju opé¢i karakter sustava.’



. " oy dx d .. .
Stacionarne tocke su rjeSenja sustava i i = 0. U sustavu dviju autonomnih

diferencijalnih jednadZzbi fiksne (ravnotezne) tocke mogu biti stabilne (ako svaka orbita koja
pocinje blizu te toCke 1 ostaje blizu nje), nestabilne ili asimptotski stabilne (ako svaka orbita
koja pocinje blizu te tocke konvergira prema njoj).

Sustav koji je u nekom trenutku u ravnoteznoj tocki i dalje ¢e ostati u njoj. Ako sustav
pomaknemo iz ravnoteze (malom promjenom vrijednosti veli¢ina x,y) postoji nekoliko
mogucnosti:

1. Sustav se vraca u ravnotezu, a ravnotezna toCka je ponor (asimptotski stabilna ravnotezna

L/
13 G

Slika 6. a) Ponor - ¢vor b) Ponor - fokus

tocka).

2. Sustav se ne vrac¢a u ravnotezu, ali se ne udaljava od nje nego orbita kruzi oko nje, a

ravnotezna tocka je srediSte (stabilna ravnotezna tocka)

Slika 7. Srediste

3. Sustav se udaljava od ravnotezne toCke koja se naziva izvor (nestabilna ravnotezna tocka)

e

Slika 8. a) Izvor - ¢vor b) Izvor - fokus



4. Sustav se u nekim slucajevima vraca u ravnotezu, a u nekima se udaljava od nje $to ovisi o

poremecaju ravnoteZe. Ravnotezna tocka je sedlo (nestabilna ravnoteZna tocka)."!
\{ R

Slika 9. Sedlo

Krivulja s jednadzbom % = 0 naziva se x-nulklina, a krivulja s jednadzbom % =0 je y-

nulklina. Dvije nulkline sijeku se u ravnoteznoj toki'? (slika 10.c).

ravnotezna tocka

\

c) x

S
>

Slika 10. a) Primjer x-nulkline b) Primjer y-nulkline c) Ravnotezna tocka u sjecistu x- 1 y-

nulklina



2.3.2 Dinamika kemostata

2.3.2.1 Izvodenje matematickog modela

Co inflow F
nutrient supply [ | outflow F
N(t),C(t) -

culture chamber

Slika 11. Dotok nutrijenta u komoru i istjecanje otopine."?

Na slici 4. oznaeni su: koncentracija hranjivih tvari u spremniku, Cy (g/m?), koji ¢e se u
daljnjem tekstu oznacavati kao Cy,,, vrijeme ¢ (h), stalni dotok u komoru (inflow) 1 iz komore u
ispusnu posudu (outflow), F (m’/h), koncentracija mikroorganizama u vremenu 7, N(f) (g/m’),
koncentracija hranjivih tvari u vremenu 7, C(¢) (g/m’).

U komori se odrzava konstantni volumen, ¥ (m®) tako da je dotok hranjiva u komoru
jednak istjecanju otopine iz nje (F) u jedinici vremena. U rasponu od ¢ do ¢ + A¢ koncentracija
mikroorganizama u komori priblizno je N(¢), a koncentracija hranjivih tvari C(#) pa u malom
intervalu At iz komore istjeCe priblizno N(¢f)FAt¢ jedinica mase mikroorganizama 1 C(t)FAt
jedinica mase supstrata.

U malom vremenskom intervalu duljine A¢ koli¢ina novonastalih stanica u komori
priblizno je proporcionalna duljini intervala i koli¢ini stanica u komori u vremenu ¢ (N(¢)V).
K(C(¢r)) je koeficijent proporcionalnosti (vitalni koeficijent) ovisan o koncentraciji hranjivih
tvari. Koli¢ina novonastalih stanica priblizno je K(C(¢))N(¢)VAt. Prema tome, prirast koli¢ine
mikroorganizama NV u malom intervalu od ¢ do ¢ + At je:

N(t+ AHV - N()V = K(C(t))N(£) VAt - N(t)FAt 3)
Pozitivni dio znaci novonastale mikroorganizme u komori, a negativni mikroorganizme koji su
uklonjeni ispusStanjem iz komore.

U malom vremenskom intervalu duljine Af¢ za stvaranje novih stanica utrosi se koli¢ina
hranjiva priblizno proporcionalna koli¢ini novonastalih stanica i duljini intervala. Koeficijent

proporcionalnosti oznacava se s a (u vezi je s iskoriStenjem nutrijenta pri stvaranju biomase). U

9



malom vremenskom intervalu A¢ u komoru ulazi Cg,.F'At supstrata, a iz spremnika istjeCe FA¢
jedinica supstrata. Prema tome, prirast koli¢ine supstrata CV u intervalu duljine At je:

Ct+ AV -C)V = -aK(C@O)N@VAL + Cgp, AL - C(H)FAL 4)
Prvi ¢lan oznacava supstrat utrosen na stvaranje novih stanica, drugi stalni dotok iz spremnika, a

treci istjecanje iz komore. Dijeljenje jednadzbi s VAt daje:

AN(?)
— = Ko@) - EMND
(5)
AC(t)
— = K(COIN@) - (FIV)Cyp, - (FIV)C(2)

Dinamiku kemostata prema tome moze opisati sustav diferencijalnih jednadzbi:

= K(C)N - DN

dC
— =-aK(ON - DC + DCy,

Koeficijent razrjedenja (D), jednak F/V, ima jedinice 1/¢, kao 1 K(C), dok je a bezdimenzijska

konstanta.'?

2.3.2.2 Koeficijent K(C)
Koeficijent K(C) raste s povecanjem koncentracije supstrata, C, priblizavaju¢i se

grani¢noj vrijednosti K,,.x. Prema Monodovoj kinetici rasta vrijedi:

lim K(C)= hm T ks
C—o C—oo 2m o4
C
Kmaksc (7)
Kl =
©= K +C

Konstanta poluzasi¢enja, K,,, definira se kao vrijednost koncentracije supstrata C pri kojoj je

Konaks

K(C) jednak polovini svoje maksimalne vrijednosti (K(K,,) = ) pa se sustav (6) prevodi u (8).

dN KmaksCN DN

dt K +C (8)
dC KmaksCN DC + DC
i YK, +C Pr

Cypr 1 D ovise samo o svojstvima kemostata, a K,, Kuuas 1 a ovise o kemostatu,
mikroorganizmima 1 supstratu te se odreduju eksperimentalno. Jednadzba koja povezuje veliine
K(C), Ky, Kinars 1 C je:

10



1 K,+C K, 1+ 1 9)
K(C) - Kmaksc - Kmaks C Kmaks
Sredivanjem (9) dobije se (10).

1 Ky 1o (10)
(m - maks<C)+Kmaks

Jednadzba (10) zapravo je jednadzba pravca pa se eksperimentalnim odredivanjem vitalnih

koeficijenata za razliite vrijednosti koncentracije regresijskom analizom mogu izracunati K, i

12
Kmaks-

2.3.2.3 Rubni sluc¢ajevi

U realnom kemostatu varijable 1 parametri moraju biti vec¢i ili jednaki nuli. U rubnim su
slucajevima neki parametri ili varijable jednaki nuli (izuzetak je vremenska varijabla). Moguca
su tri slucaja:
1. Slucaj sustava bez protoka kroz komoru, kad je D=0 pajei F =0 (jer je D = F/V) zapravo

predstavlja klasi¢nu komoru pa vrijedi:

dN B K,aisC
dt a Km +C (1 1)
iC  K,.C

R T

Nakon sredivanja dobije se:
aa;,i;[ + d?f =0 (12)

oN(t) + C(t) = k za sve ¢, k = aN(0) + C(0), a ponovnim sredivanjem dobije se C = k - aN
pa slijedi:

AN _ Kty (k- a) (13)

dt K, +tk-aN
2. Ako je Cy,- = 0,a D > 0, otopina u komori koja sadrzi supstrat i mikroorganizme postupno se
razrjeduje dotokom vode iz spremnika. Mikroorganizmi rastu dok jo§ ima tragova supstrata, a u

konac¢nici 1 supstrat i mikroorganizmi nestaju iz komore pa je:

Y e

@ K, +cN DN (14)
dC  K,.uC

— =0 EN-DC

11



3. U sluc¢aju kad je K. = 0 onda je 1 K(C) = 0. Sustav postaje:

dN_ DN
dt

qc _ DC + DC,
dr 0

Nema rasta mikroorganizama tako da u konaénici nestaju iz komore. 2

(15)

12



3. PREGLEDNI DIO

Dinamika kemostata opisana je prije spomenutim sustavom diferencijalnih jednadzbi:

dN K€

E_Km‘i‘CN-DN (8)
dcC K aksC
& R e PG, O

koji sadrzi varijable vrijeme, ¢ (h), koncentracija mikroorganizama, N (g/m’) i koncentraciju
hranjivih tvari, C (g/m’) te parametre koeficijent razrijedenja, D (h™"), koeficijent iskoristenja
nutrijenta, a (bezdimenzijski), koncentraciju nutrijenta u spremniku, Cj,, (g/m’), maksimalni
vitalni (reproduktivni) koeficijent, Ky (h™), konstantu poluzasi¢enja, K,, (g/m’). Potrebno je
definirati 1 poCetne uvjete za koncentraciju mikroorganizama, Ny, 1 koncentraciju hranjivih tvari,
Co.

Prva jednadzba opisuje promjenu koncentracije mikroorganizama s vremenom, a druga
promjenu koncentracije hranjivih tvari s vriemenom. Da bi proces iSao prema ravnoteznom stanju
(kemostaza), a da se ravnotezna koncentracija hranjiva i bakterija (N, C) vise ne bi mijenjala bez

obzira na pocetne uvjete moraju biti zadovoljene dvije nejednakosti:

Ko

1. Ako je zadovoljen uvjet Knax > D postoji relacija C = ,a Cne ovisi 0 Cyria.
-

maks C ] DKm

CSPV -C — pr Kinaks - D

. . . = DK, .
2. Ako je zadovoljen uvjet C,, > C = D postoji N = p »

Ako su zadovoljena oba uvjeta, fiksna tocka (N, C) je netrivijalna i moze se odrediti racunski iz
navedenih formula (koje se dobiju rjeSavanjem sustava dN/dt = 0 1 dC/dt = 0). Trivijalna fiksna
tocka bila bi (0, Cyp,) Sto bi znacilo da u sustavu nema mikroorganizama.

Tablica 1. prikazuje rezultate dobivene uvrStavanjem vrijednosti parametara u formule iz
uvjeta 1 1 2 za razli¢ite vrijednosti parametra a uz fiksne parametre K., = 2,5, K,, = 0,5, D = 1,5,

Cor=1.

Tablica 1. RavnoteZne koncentracije mikroorganizama (N) i hranjivih tvari (C) izradunate
pomocu formula iz uvjeta 1 i 2 za odabrane vrijednosti parametra o

o N C
0,10 2,5 0,75
0,05 5,0 0,75
0,02 12,5 0,75




Nulkline se dobiju rjeSavanjem sustava (8) za di:’ =01 i—f = 0. Za prvu jednadzbu dobije

d

se:

(BnasC  pyv=0

K,+C
Rjesenje je N=0ili C= me'" -,
Za drugu jednadzbu dobije se:
C(MN -D)=DC
K, +C Pr
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4. REZULTATI

U ovom radu ispitan je utjecaj pocetnih uvjeta (Ny 1 Cp) uz fiksne parametre K, Kyars, D 1
Cypr (prikazani u tablici 2.) 1 tri vrijednosti za parametar o (0,1, 0,05 1 0,02) pomo¢u modela
razvijenog u programskom paketu MATLAB. Rezultati su prikazani slikama 12-38 i tablicama
3-5.

Tablica 2. Fiksni parametri

Parametar Vrijednost Mjerna jedinica
Konax 2,5 h'
K, 0,5 g/m’
D 1,5 h'
Cspr 1 g/ m3

Tablica 3. Vrijednosti koncentracija za interval od ¢ = 0 do # = 100 za odabrane pocetne uvjete (¢

=0)uza=0,1

1. 2. 3. 4.

t N C N C N C N C

0 0,1 1,7 5 0,5 1 0,2 3 2

10 [0,55816 | 0,94423 | 2,6587 |0,73413 | 1,715 0,82849 |2,7044 | 0,72957
20 |1,5814 | 0,84186 | 2,5183 0,74817 |2,3429 0,76571 | 2,5261 0,74739
30 |2,3031 0,76969 | 2,5023 0,74977 | 2,478 0,7522 12,5036 | 0,74964
40 |2,4707 0,75293 |2,4989 |0,75011 |2,4994 | 0,75006 |2,5004 | 0,74996
50 |2,4964 | 0,75036 |2,4974 |0,75026 | 2,5022 0,74978 | 2,4998 0,75002
60 | 2,4998 0,75002 | 2,4991 0,75009 |2,5018 0,74982 | 2,4999 0,75001
70 | 2,5 0,75 2,5004 | 0,74996 | 2,4993 0,75007 |2,5001 0,74999
80 |25 0,75 2,5002 | 0,74998 | 2,4981 0,75019 |2,5001 0,74999
90 |25 0,75 2,4999 1 0,75001 |2,4985 0,75015 |25 0,75
100 | 2,5 0,75 2,5 0,75 2,4999 0,75001 |2,5 0,75

15



Slika 12. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari
o vremenu za a = 0,1 uz pocetne uvjete Ny = 0,1, Co=1,7
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Slika 13. Trajektorija za o = 0,1 uz pocetne uvjete Ny = 0,1, Cyp = 1,7, Fiksna toCka oznacena je s

— mikroorganizmi
— hrangve tvari
1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 0 60 70 80 a0

100
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Slika 14. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari
o vremenu za a = 0,1 uz pocetne uvjete No =5, Cp = 0,5
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Slika 15. Trajektorija za a = 0,1 uz pocetne uvjete Ny =5, Cp = 0,5, Fiksna tocka oznacena je s x.
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Slika 16. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari
o vremenu za a = 0,1 uz pocetne uvjete No =1, Cp =0,2
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Slika 17. Trajektorija za a = 0,1 uz pocetne uvjete Ny = 1, Cp = 0,2, Fiksna tocka oznacena je s x.
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Slika 18. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari
o vremenu za a = 0,1 uz pocetne uvjete Ny =3, Cp =2
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Slika 19. Trajektorija za a = 0,1 uz pocetne uvjete Ny = 3, Cyp = 2. Fiksna toCka oznacena je s x.
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Slika 20. Graficki prikaz cCetiri trajektorije za a = 0,1 uz odabrane pocetne uvjete (oznacene u
legendi). Fiksna tocka oznacena je s x.

Tablica 4. Vrijednosti koncentracija za interval od t = 0 do ¢ = 100 za odabrane pocetne uvjete (¢

=0)uz a=0,05
1. 2. 3. 4.

t N C N C N C N C
0 0,1 1,5 7,5 0,4 0,5 0,2 6 1,7
10 10,57482 |0,97127 | 5,1299 0,74351 | 1,3959 0,9302 5,362 0,73191
20 | 2,1197 0,89401 | 5,0151 0,74924 | 3,5071 0,82465 | 5,0509 0,74745
30 [4,1134 0,79433 | 4,9975 0,75012 | 4,7199 0,76401 | 5,006 0,7497
40 | 4,8581 0,7571 4,9979 0,7501 4,9544 0,75228 |5 0,75
50 | 4,9808 0,75096 | 4,9999 0,75 4,9935 0,75033 | 5,0002 0,74999
60 | 4,9972 0,75014 | 5,0002 0,74999 | 4,9991 0,75005 | 5,0002 0,74999
70 | 4,9991 0,75005 | 5,0001 0,75 5,0003 0,74999 |5 0,75
80 | 4,9997 0,75001 |5 0,75 5,0013 0,74993 |5 0,75
90 |5,0001 0,74999 |5 0,75 5,0008 0,74996 |5 0,75
100 |5 0,75 5 0,75 4,9997 0,75001 |5 0,75
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Slika 21. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari
o vremenu za a = 0,05 uz pocetne uvjete No =0,1, Co=1,5
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Slika 22. Trajektorija za a = 0,05 uz pocetne uvjete Ny = 0,1, Cp = 1,5. Fiksna tocka oznacena je
S X.
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Slika 23. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari
o vremenu za a = 0,05 uz pocetne uvjete No = 7,5, Cp = 0,4
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Slika 24. Trajektorija za a = 0,05 uz pocetne uvjete Ny = 7,5, Cp = 0,4. Fiksna tocka oznacena je
S X.
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Slika 25. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari
o vremenu za a = 0,05 uz pocetne uvjete No = 0,5, Cp =0,2
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Slika 26. Trajektorija za a = 0,05 uz pocetne uvjete Ny = 0,5, Cp = 0,2. Fiksna tocka oznacena je

S X.
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Slika 27. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari
o vremenu za a = 0,05 uz pocetne uvjete Ny =6, Cp = 1,7

N(t)

Slika 28. Trajektorija za a = 0,05 uz pocetne uvjete Ny = 6, Cy = 1,7. Fiksna toCka oznacena je s
X.
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Slika 29. Graficki prikaz Cetiri trajektorije za o = 0,05 uz odabrane pocetne uvjete (oznacene u
legendi). Fiksna tocka oznacena je s x.

Tablica 5. Vrijednosti koncentracija za interval od £ = 0 do # = 100 za odabrane pocetne uvjete (¢

=0)uza=0,02
1. 2. 3. 4.

t N C N C N C N C

0 0,4 1,5 18 0,5 1,5 0,5 14 2

10 |2,1963 0,95608 | 12,874 0,74253 | 4,6841 0,90631 | 13,45 0,73101
20 ]6,9231 0,86153 | 12,538 0,74923 | 9,905 0,8019 12,622 0,74756
30 11,184 0,77631 | 12,505 0,7499 12,055 0,7589 12,517 0,74966
40 12,295 0,75411 | 12,488 0,75025 | 12,423 0,75154 | 12,502 0,74995
50 12,471 0,75057 | 12,494 0,75011 | 12,494 0,75011 | 12,499 0,75002
60 12,497 0,75006 | 12,501 0,74998 | 12,499 0,75002 | 12,499 0,75001
70 12,499 0,75001 | 12,502 0,74996 | 12,499 0,75003 | 12,5 0,75

80 12,502 0,74996 | 12,5 0,75 12,502 0,74996 | 12,5 0,74999
90 12,501 0,74998 | 12,499 0,75001 | 12,502 0,74996 | 12,5 0,75
100 | 12,5 0,75 12,5 0,75 12,5 0,75001 | 12,5 0,75
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Slika 30. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari

o vremenu za a = 0,02 uz pocetne uvjete No = 0,4, Cp=1,5
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Slika 31. Trajektorija za a = 0,02 uz pocetne uvjete Ny = 0,4, Cp = 1,5. Fiksna tocka oznacena je

S X.
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Slika 32. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari
o vremenu za a = 0,02 uz pocetne uvjete No = 18, Cp=0,5

Slika 33.
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Trajektorija za o = 0,02 uz pocetne uvjete Ny = 18, Cy = 0,5. Fiksna toCka oznacena je s

X.
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Slika 34. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari
o vremenu za a = 0,02 uz pocetne uvjete No = 1,5, Cp = 0,5
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Slika 35. Trajektorija za a = 0,02 uz pocetne uvjete Np = 1,5, Cp = 0,5. Fiksna tocka oznacena je
S X.
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Slika 36. Graficki prikaz ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari
o vremenu za a = 0,02 uz pocetne uvjete No = 14, Cp =2
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Slika 37. Trajektorija za a = 0,02 uz pocetne uvjete Ny = 14, Cp = 2. Fiksna toc¢ka oznacena je s
X.
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Slika 38. Graficki prikaz Cetiri trajektorije za o = 0,02 uz odabrane pocetne uvjete (oznacene u

legendi). Fiksna tocka oznacena je s x.
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5. RASPRAVA

Grafovi ovisnosti koncentracije mikroorganizama i koncentracije hranjivih tvari o
vremenu prikazuju promjenu koncentracije mikroorganizama (N) i koncentracije hranjivih tvari
(C) u odredenom vremenskom intervalu (od # = 0 do ¢t = 100). Nakon S$to je postignuto
ravnotezno stanje, obje koncentracije postanu konstantne. U grafovima se vidi kako pri
ravnoteznom stanju obje koncentracijske krivulje postaju paralelne s vremenskom osi (slike 12,
14, 16, 18, 21, 23, 25, 27, 30, 32, 34 1 36).

Iz dobivenih tabli¢nih 1 grafickih prikaza moze se zakljuciti da se za nepromijenjene
vrijednosti parametara K, Ky, D, Csp, 1 a proces stabilizira nakon odredenog vremena ovisno o
pocetnim uvjetima.

Kad je pocetna koncentracija hranjivih tvari ve¢a od koncentracije hranjivih tvari u
spremniku (Cy > Cy,,) dolazi do naglog razrjedenja (slike 12, 18, 21, 27, 30 1 36). Krivulja u
pocetku brzo pada do postizanja koncentracije spremnika nakon cega slijedi period stabilizacije
do ravnotezne koncentracije. U ravnoteznom stanju obje krivulje postaju paralelne s
vremenskom osi.

Kad je pocetna koncentracija mikroorganizama veéa od ravnotezne (No > N) (slike 14, 23
1 32) dolazi do pada krivulje koncentracije mikroorganizama zbog ispiranja. U pocetku ima
previSe mikroorganizama, a premalo hranjiva. U komoru utjeCe Cisto hranjivo iz spremnika, a iz
nje istjece otopina koja sadrzi mikroorganizme (efekt razrjedenja populacije).

Kad je Ny > N te Cy > CiCy> Cyyr do stabilizacije procesa u sustavu postoji viSak
mikroorganizama koji trosi visak hranjiva. Nakon stabilizacije postize se ravnoteza.

Slike 16. 1 25. prikazuju slucajeve kad je pocetna koncentracija mikroorganizama
prevelika s obzirom na pocetnu koncentraciju hranjivih tvari zbog ¢ega je najprije vidljiv mali
pad koncentracije mikroorganizama, a zatim vrlo brzo pocinje rasti. Razlog tomu je povecanje
koncentracije hranjivih tvari zbog dotoka iz spremnika. Slika 34. prikazuje sli¢an slu¢aj u kojem
rast mikroorganizama pocinje nakon kratkog vremena potrebnog da se stabilizira proces.

Sto je parametar o manji (uz ostale nepromijenjene), manje se trosi hranjiva za stvaranje
novih bakterija, Sto rezultira obrnuto proporcionalnim povecanjem koncentracije bakterija pri
ravnoteznom stanju. Ako je a = 0,1 ravnotezna koncentracija mikroorganizama iznosi 2,5 g/m’

(slika), za o = 0,05 ona je 5 g/m’ (slika), a za a = 0,02 12,5 g/m’ (slika). Pritom nema nikakvog
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utjecaja na ravnoteznu koncentraciju hranjiva koja u sva tri sludaja iznosi 0,75 g/m’. Ti rezultati
potvrduju prethodno izracunate vrijednosti (tablica 1.).

Trajektorije za iste vrijednosti parametara, bez obzira na pocetne uvjete, uvijek poc¢inju u
pocetnoj tocki (Ny, Cp), a zavrSavaju u istoj fiksnoj (ravnoteznoj) tocki (slike 13, 15, 17, 19, 22,
24,26, 28, 31,33,35137).

Fazni portret bi se dobio prikazivanjem trajektorija za veci broj razli¢itih pocetnih uvjeta.
1z prikaza na slikama 20, 29 1 38 gdje su prikazane Cetiri reprezentativne trajektorije s nulklinama

u vektorskom polju nazire se 1 op¢i karakter stabilnosti dinamickog sustava.
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6. ZAKLJUCAK

Matematicki model koji se sastoji od sustava dviju autonomnih diferencijalnih jednadzbi
dobro simulira procese u kemostatu pri jednostavnim uvjetima. Pomocu programskog paketa
MATLAB R2018a moze se relativno lako numericki i1 graficki rjeSavati takve dinamicke sustave.

Rezultati rada potvrduju teorijske matematicke pretpostavke o naravi ravnoteze sustava.
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7. POPIS SIMBOLA

CSpV

K(C)

Kmaks

No

Co

=

Al

dN
dt

dC
dt

vrijeme, h

koncentracija mikroorganizama, g/m’
koncentracija hranjivih tvari, g/m’

koeficijent razrijedenja, h™

koeficijent iskorisStenja hranjivih tvari (bezdimenzijski)
koncentracija hranjivih tvari u spremniku, g/m’
vitalni koeficijent

maksimalna brzina rasta, h!

konstanta poluzasi¢enja, g/m’

pocetna koncentracija mikroorganizama, g/m’
pocetna koncentracija hranjivih tvari, g/m’
ravnoteZna koncentracija mikroorganizama, g/m’
ravnotezna koncentracija hranjivih tvari, g/m’

brzina promjene koncentracije mikroorganizama, g m> h™'

brzina promjene koncentracije hranjivih tvari, g m™ h™
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9. PRILOZI

9.1.

9.2.

Kod koji definira sustav diferencijalnih jednadzbi

function dy = f(t,y,Kmax,Km,D,alfa,Cspr)
dy = [y(1)* (Kmax*y(2)/ (Km+y(2))-D);
—alfa*y (1) *Kmax*y (2) / (Km+y (2))-D*y (2) +D*Cspr];
% y(l) je koncentracija mikroorganizama
% v (2) Jje koncentracija hranjivih tvari
end

Kod za rjeSavanje sustava te crtanje vremenskog prikaza i trajektorije

clc
clear all
close all

disp ('parametri:");

Kmax = input ('Kmax = ");

Km = input ('Km = ");

D = input('D = ");

alfa = input('alfa = ");

Cspr = input('Cspr = '");

disp ('pocetne vrijednosti:');
NO = input ('NO = ");

CO = input('CO = ");

disp ('pocetno i1 konacno vrijeme:');
t0 = input ('t0 = ");

tl = input('tl = ");

k = input ('korak = ");

[t,y] = odelbs(@f, [tO,tl1l], [NO,CO],[],Kmax,Km,D,alfa,Cspr);
% vremenska ovisnost koncentracija

figure (1)

plot (t,y)

xlabel ('t")

ylabel ('N, C")

legend('mikroorganizmi', "hranjive tvari')

grid
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9.3.

% vrijednosti koncentracija u vremenu od t0 do tl

tt = [t0:k:tl];
yy = interpl (t,y,tt, 'spline');
tNC = [tt' yyl;
array2table (tNC,

'VariableNames', {'t','N','C'})
% trajektorija
figure (2)
NN = y(:,1)7
CC = y(:,2);
plot(NN CcC
xlabel ('
ylabel ('
grid

)
)
N(t) ")
c(t) ")

hold on

$ fiksna tocka
fc = D*Km/ (Kmax-D) ;
fn = (Cspr-fc)/alfa;

plot (fn, fc, 'x', 'color', 'r', "MarkerSize',

Kod za rjeSavanje sustava te crtanje vremenskog prikaza i trajektorije

clc
clear all
close all

Kmax = 2.5;

Km = 0.5;

D=1.5;

Cspr = 1;

disp('l. par pocetnih uvjeta:');
NO 1 = input('NO = ");

CO 1 = input('CO = ");

disp('2. par pocetnih uvjeta:');
NO 2 = input ('NO = '");

CO 2 = input('CO = ");

disp('3. par pocetnih uvjeta:');
NO 3 = input ('NO = ");

CO 3 = input('CO = ");

disp('4. par pocetnih uvjeta:');
NO 4 = input ('NO = ");

CO 4 = input('CO = ");
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disp('Skala na x osi: '");
xo0s = input('0 do '");

alfal Kmax/D;
alfa2 = Cspr/Km;
y 1 =1/(alfal-1);

fx = alfal*(alfa2-(1/(alfal-1)));

fy = (1/(alfal-1));

ft =

plot (fx, fy, 'x', 'color', 'k', "MarkerSize',10, '"HandleVisibilit
y', 'off");

hold on

xx = 0:0.1:20;

yy = 0:0.1:5;

[x,v] = meshgrid(xx,vyy);

dn = alfal*x.*y./(y+1)-x;

dc = -x.*y./(y+1)-y+alfa2;
quiver(x,y,dn,dc,7, 'color', [0.5 0.5
0.5], 'HandleVisibility', 'off"');

nullly = [0:0.01:3*fy];

nulllx = alfa2 - nullly - 1 + alfa2./nullly;
plot (nulllx,nullly, 'k', "HandleVisibility', 'off")

null2x = [0 10*fx];
null2y = [y 1 y 11;

plot (null2x,null2y, 'k', "HandleVisibility', 'off")

xyl = streamline (xx,yy,dn,dc,NO 1,CO 1);
set (xyl, 'color','r")

xy2 = streamline (xx,yy,dn,dc,NO 2,C0 2);
set (xy2, 'color',[1 0.5 0])

xy3 = streamline (xx,yy,dn,dc,NO_3,CO0 3);
set (xy3, "color', 'b")

xy4 = streamline (xx,yy,dn,dc,NO 4,C0 4);
set (xy4, 'color', 'm")

hold on

xlabel ('x")
ylabel('y")
uistack (ft, 'top")

axis ([0 xos 0 2.57)
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10. ZIVOTOPIS

_ Klasi¢nu gimnaziju zavrsila sam 2014. godine.

Iste sam godine upisala preddiplomski studij Primijenjena kemija na Fakultetu kemijskog
inZenjerstva i1 tehnologije SveuciliSta u Zagrebu. Struc¢nu praksu odradila sam u tvrtki Pliva

Hrvatska d.o.o.
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