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SAŽETAK 

Kako azeotropne smjese nije moguće u potpunosti separirati jednostavnom destilacijom, traže 

se načini kako bi se separacija poboljšala. Jedna od mogućnosti je pomicanje azeotropne 

točke promjenom tlaka. Na taj se način azeotrop pomiče prema rubu faznog dijagrama, a u 

ovom slučaju za sustav toluen(1) – piridin(2) smanjenjem tlaka potpuno nestaje. Za 

predviđanje ponašanja te dvokomponentne smjese pri ravnoteži para-kapljevina pri različitim 

tlakovima korištena je Stryjek-Verina modifikacija Peng-Robinsonove jednadžbe stanja u 

kombinaciji s Wong-Sandlerovim pravilima miješanja, koja u sebi uključuju i model NRTL. 

Provedeni su Heringtonov i Van Nessov test za provjeru termodinamičke konzistentnosti 

eksperimentalnih podataka. 

ABSTRACT 

Separation of azeotropic mixtures by changing pressure 

Azeotropic mixtures cannot be fully separated using atmospheric distillation. One of 

possibilities to shift or completely expel azeotropes is by changing pressure. In that way the 

azeotrope shifts to the edge of phase diagram, and in this case for the toluene(1) – pyridine(2) 

system the azeotrope is completely removed. For the prediction of behavior of this two-

component mixture the Stryjek-Vera modification of Peng-Robinson equation of state was 

used in combination with Wong-Sandler mixing rules that use NRTL model to determine the 

activity coefficients. Herington and Van Ness consistency tests were run to determine the 

consistency of experimental data. 
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1 UVOD 
 

U nizu industrija nailazi se na ravnotežu para-kapljevina, a jedan od najvažnijih tehnoloških 

procesa u kojem se ta ravnoteža susreće je destilacija. Destilacija je toplinski separacijski 

proces razdvajanja višekomponentnih smjesa na temelju različitih temperatura vrenja 

komponenata, a procesi destilacije jedni su od najvećih potrošača energije u svijetu. U 

kemijskoj i naftnoj industriji gotovo 60 % ukupno potrošene energije otpada na destilacijske 

procese1. Procesi destilacije nisu uvijek efikasni, ali se koriste zbog svoje jednostavnosti u 

većini separacija. Upravo zbog toga traže se nova rješenja kako bi se smanjili troškovi, a 

povećala efikasnost procesa separacije. Budući da azeotropne smjese nije moguće potpuno 

separirati jednostavnom destilacijom, jedno od mogućih rješenja je pomak položaja azeotropa 

u sustavu. To se može postići promjenom uvjeta u kojima se radi, ekstraktivnom destilacijom 

i azeotropnom destilacijom. Ovaj se rad fokusira na razdvajanje azeotropa promjenom tlaka. 

Cilj je azeotrop pomaknuti što je više moguće prema rubu faznoga dijagrama ili ga čak i 

potpuno ukloniti kako bi se smjesa mogla u potpunosti separirati. Odabrani sustav za 

razdvajanje azeotropa promjenom tlaka je dvokomponentni sustav toluen(1) – piridin(2). 

Odabrani način izračunavanja ravnoteže para-kapljevina u sustavu uključuje opis neidealnosti 

parne i kapljevite faze pomoću jednadžbe stanja Peng-Robinson-Stryjek-Vera uz primjenu 

Wong-Sandlerovih pravila miješanja. 
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2 OPĆI DIO 
 

2.1 Azeotropne smjese 

Azeotropi su smjese koje vriju konstantnim sastavom, tj. pri određenom sastavu azeotropne 

otopine sastav pare isti je kao i sastav kapljevine. Pokazuju pozitivno ili negativno odstupanje 

od Raoultova zakona što je vidljivo na dijagramu vrenja gdje imaju maksimum ili minimum 

ravnotežnoga tlaka. To odstupanje od Raoultova zakona posljedica je međudjelovanja čestica, 

tj. neidealnosti kapljevite smjese. 

Parcijalni tlak komponenata iznad otopine računa se pomoću Raoultova zakona: 

𝑝𝑖 = 𝑥𝑖 ∗ 𝑝𝑖
∗. (1) 

Ukupni ravnotežni tlak smjese računa se kao zbroj ravnotežnih tlakova, pi
*, svake 

komponente: 

𝑝 = 𝑥1 ∗ 𝑝1
∗ + 𝑥2 ∗ 𝑝2

∗. (2) 

xi je množinski udio komponente i u smjesi. Kod neidealnih kapljevitih smjesa kao što su 

azeotropi, uz uvjet ukupnog niskog tlaka i uz zanemarivanje Poyntingova faktora, ravnotežni 

tlak računa se jednadžbom: 

𝑝 = 𝑥1 ∗ 𝑝1
∗ ∗ 𝛾1 + 𝑥2 ∗ 𝑝2

∗ ∗ 𝛾2, (3) 

gdje je γi koeficijent aktivnosti komponente i kojim se opisuje neidealnost kapljevite faze. 

Ovisno o koeficijentu aktivnosti odstupanje od idealnog vladanja bit će pozitivno ili 

negativno. Ukoliko je koeficijent aktivnosti manji od 1, odstupanje od Raoultova zakona je 

negativno. Kao što je vidljivo na slici 1, azeotropna točka ima najmanju vrijednost na 

dijagramu tlaka, a kako su tlak i temperatura obrnuto proporcionalni, ima najvišu vrijednost 

na dijagramu vrenja. Ukoliko je koeficijent aktivnosti veći od 1, odstupanje je pozitivno i 

situacija je obrnuta kao što je i vidljivo na slici 2. 
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Slika 1. Prikaz faznih dijagrama za dvokomponentne azeotrope s minimumom vrelišta 

odnosno maksimumom tlaka para (pozitivno odstupanje od Raoultova zakona)2 

 

 
Slika 2. Prikaz faznih dijagrama za dvokomponentne azeotrope s maksimumom vrelišta 

odnosno minimumom tlaka para (negativno odstupanje od Raoultova zakona)2 

 

2.2 Odvajanje azeotropa promjenom tlaka 

Jednostavnom destilacijom nije moguće u potpunosti razdvojiti azeotropnu smjesu jer se kao 

lakše ili teže hlapljiva frakcija na vrhu ili na dnu destilacijske kolone javlja azeotropna smjesa 

s maksimumom ili minimumom vrelišta. Potrebno je pomaknuti azeotrop prema rubu faznog 

dijagrama ili ga u potpunosti ukloniti. Jedan od načina je i odvajanje promjenom tlaka. Na 

slici 3 vidi se da će se povećavanjem tlaka sastav prikazanoga azeotropa pomicati prema 

većim udjelima komponente 1 i pri zadnjem tlaku p3 azeotrop će se u potpunosti ukloniti. 

Kako se bude povisivao tlak tako će rasti i vrelište pa se ta metoda ne može primjenjivati za 

razdvajanje termolabilnih komponenata. 
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Slika 3. Shematski prikaz uklanjanja azeotropa promjenom tlaka3 

 

2.3 Wong-Sandlerova pravila miješanja 

Wong-Sandlerova pravila miješanja4-6 služe za predviđanje fazne ravnoteže para-kapljevina. 

Autori su se fokusirali na primjenljivost jednadžbe stanja za proračun neidealnosti obiju faza 

u širokom području temperatura i tlakova. Dotadašnje troparametarske jednadžbe kao što su 

Peng-Robinson (PR) i Soave-Redlich-Kwong (SRK) bile su ograničene empirijskim 

parametrom kij koji je bio nepoznata funkcija tlaka i temperature. Najčešće primjenjivane 

troparametarske jednadžbe stanja (SRK i PR) svojim dvama parametrima, a i b, mogu načelno 

zadovoljiti dva granična uvjeta: 

1. U graničnom slučaju niskih tlakova mora vrijediti egzaktna virijalna jednadžba stanja, 

okrnjena nakon kvadratnog člana. Za drugi virijalni koeficijent mora vrijediti pravilo 

miješanja: 

𝐵M(𝑇, 𝑥) = ∑ ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗𝐵𝑖𝑗(𝑇)𝑗𝑖 , (4) 

gdje je BM drugi virijalni koeficijent smjese, a Bij su drugi virijalni koeficijenti komponenti 

odnosno ukršteni drugi virijalni koeficijenti. 

Kada se usporedi virijalnu s troparametarskom jednadžbom: 

𝐵(𝑇) = 𝑏 −
(𝑎𝛼)(𝑇)

𝑅𝑇
, (5) 

L+V

L+V

L+V

L

V

L

V

L
V

x y1 1,

T

p1

p2

p3



5 
 

iz toga slijedi: 

𝑏M −
(𝑎𝛼)M

𝑅𝑇
= ∑ ∑ 𝑦𝑖𝑦𝑗 [𝑏𝑖𝑗 −

(𝑎𝛼)𝑖𝑗

𝑅𝑇
]𝑗𝑖 . (6) 

bM i aαM su dimenzijski, odnosno interakcijski parametar smjese, yi i xi su molarni udjeli 

komponenata u parnoj, odnosno kapljevitoj fazi, T je apsolutna temperatura, a a i b su 

parametri u PR-jednadžbi stanja 

2. U drugom graničnom uvjetu kod beskonačnog tlaka eksces Helmholtzova energija, aex, 

koja je izračunata preko jednadžbe stanja, mora biti jednaka onoj izračunatoj preko modela 

koeficijenta aktivnosti. Helmholtzova energija koristi se umjesto Gibbsove energije jer se ne 

mijenja s tlakom, a pri niskim vrijednostima tlaka ima jednaku vrijednost kao i eksces 

Gibbsova energija. Eksces Gibbsova gex i eksces Helmholtzova aex energija povezane su 

preko eksces volumena, vex, izrazom: 

𝑔ex = 𝑎ex + 𝑝𝑣ex. (7) 

Iz svega napisanog vrijedi: 

𝑎EOS
ex (𝑇, 𝑝 → ∞, 𝑥) = 𝑎𝛾

ex(𝑇, 𝑝 → ∞, 𝑥) = 𝑎𝛾
ex(𝑇, 𝑝 = 1bar, 𝑥) = 𝑔𝛾

ex(𝑇, 𝑝 = 1bar, 𝑥). (8) 

Kada tlak teži beskonačnom vrijedi: 

lim
𝑝→∞

𝑣𝑖 = 𝑏𝑖. (9) 

lim
𝑝→∞

𝑣M = 𝑏M. (10) 

Pri beskonačnom tlaku izraz za eksces Helmholtzovu energiju bit će: 

𝑎EOS
ex = 𝐶 [

(𝑎𝛼)M

𝑏M
− ∑ 𝑥𝑖

(𝑎𝛼)𝑖

𝑏𝑖
𝑖 ]. (11) 

Konstanta C ovisi o jednadžbi stanja koja je primijenjena. Za Peng-Robinsonovu jednadžbu 

iznosit će -0,6234. 

Iz svih navedenih izraza dolazi se do izraza za Wong-Sandlerova pravila miješanja: 
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(𝑎𝛼)M

𝑅𝑇
= 𝑄

𝐷

1−𝐷
, (12) 

𝑏M =
𝑄

1−𝐷
, (13) 

𝑄 = ∑ ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗 [𝑏𝑖𝑗 −
(𝑎𝛼)𝑖𝑗

𝑅𝑇
]𝑗𝑖 , (14) 

𝐷 = ∑ 𝑥𝑖
(𝑎𝛼)𝑖

𝑏𝑖𝑅𝑇
+

𝑔𝛾
ex(𝑇,𝑥)

𝐶𝑅𝑇𝑖 , (15) 

𝑏𝑖𝑗 −
(𝑎𝛼)𝑖𝑗

𝑅𝑇
= √(𝑏𝑖𝑖 −

(𝑎𝛼)𝑖𝑖

𝑅𝑇
) (𝑏𝑗𝑗 −

(𝑎𝛼)𝑗𝑗

𝑅𝑇
) (1 − 𝑘𝑖𝑗). (16) 

Parametar kij karakterističan je za svaki par komponenata, a opisuje neidealnost sustava. 

Vrijedi u širokom području tlakova i temperatura. 

U prethodnim izrazima vi je molarni volumen komponenta, vM je molarni volumen smjese, Q i 

D su pomoćne varijable u WS-pravilima miješanja, indeks EOS označava jednadžbu stanja 

(engl. equation of state), a indeks γ označava koeficijent aktivnosti. 

 

2.4 Peng-Robinsonova jednadžba stanja 

Peng-Robinsonova jednadžba stanja vrlo je slična jednadžbi SRK i s gotovo jednakom 

točnošću opisuje volumetrijska svojstva realnih fluida, ali daje nešto bolje rezultate za gustoću 

kapljevite faze, pogotovo za nepolarne fluide kao što su ugljikovodici. Zbog tog razloga česta 

je njena primjena upravo u naftnoj industriji. Prednost PR-jednadžbe u odnosu na SRK-

jednadžbu je i da u blizini kritične točke ima manje pogreške. PR je troparametarska 

jednadžba stanja usklađena s načelom termodinamičke sličnosti, a parametri a i b 

izračunavaju se iz: 

𝑎 =
Ω𝑎𝑅

2𝑇k
2

𝑝k
, 

(17) 
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𝑏 =
Ω𝑏𝑅𝑇k

𝑝k
, 

(18) 

gdje su Tk kritična temperatura, pk kritični tlak, a konstante PR jednadžbe Ωa i Ωb su: 

Ω = 13 + 16√2, (19) 

Ω𝑏 =
1

32
(3Ω

1

3 −
21

Ω
1
3

− 1) = 0,07780 , (20) 

Ω𝑎 = (
3Ω

1
3−30Ω𝑏

2−3Ω𝑏−1

27Ω𝑏
) = 0,45724. (21) 

Osnovni izrazi za PR-jednadžbu su: 

𝑝 =
𝑅𝑇

𝑣−𝑏
−

𝑎𝛼

𝑣2+2𝑏𝑣−𝑏2
, (22) 

𝑧3 − (1 − 𝐵)𝑧2 + (𝐴 − 3𝐵2 − 2𝐵)𝑧 − (𝐴𝐵 − 𝐵2 − 𝐵3) = 0, (23) 

gdje su A i B: 

𝐴 =
𝑎𝛼𝑝

𝑅2𝑇2
=

Ω𝑎𝛼𝑝r

𝑇r
2 , (24) 

𝐵 =
𝑏𝑝

𝑅𝑇
=

Ω𝑏𝑝r

𝑇r
, (25) 

Tr i pr su reducirana temperatura i reducirani tlak, z je koeficijent kompresibilnosti, Ω su 

bezdimenzijske konstante u PR-jednadžbi, A je parametar PR-jednadžbe, a B drugi virijalni 

koeficijent. Pitzerov koeficijent acentričnosti ω uvodi se u parametar α koji se računa prema: 

𝛼 = [1 + 𝜅(1 − √𝑇r)]
2
. (26) 

Izraz za κ je: 

𝜅 = 0,37464 + 1,54226𝜔 − 0,26992𝜔2. (27) 

 

2.4.1 Peng-Robinson-Stryjek-Verina jednadžba 

Stryjek-Verina modifikacija PR-jednadžbe (PRSV) uvodi se kao modifikacija za temperature 

različite od kritične. Kritični koeficijent kompresibilnosti z iznosi 0,30747. PRSV je za razliku 

od PR četveroparametarska, a parametri su kritična temperatura Tk, kritični tlak pk, Pitzerov 

koeficijent acentričnosti ω i dopunski parametar κ1. Parametar α računa se prema: 
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𝛼 = (1 + 𝜅(1 − √𝑇r) + 𝜅1(1 − 𝑇r)(0,7 − 𝑇r))
2, (28) 

gdje je κ: 

𝜅 = 0,378893 + 1,4897153𝜔 − 0,17131848𝜔2 + 0,0196554𝜔3. (29) 

Dopunski parametar κ1 karakteristika je svakog pojedinog fluida i određuje se prilagodbom 

jednadžbe volumetrijskim podacima. 

 

2.5 Model koeficijenta aktivnosti NRTL 

Model koeficijenta aktivnosti NRTL8 (engl. non-random two-liquid) intenzitet 

međudjelovanja čestica opisuje Gibbsovom energijom. Koncept NRTL zasniva se na tome da 

su interakcije s molekulama iste vrste gii i molekulama druge vrste gij različite. NRTL ima tri 

neovisna parametra α12, τ12, τ21. Parametar α12 naziva se parametar neslučajnosti i dopušta 

odstupanje od slučajne (statističke) raspodjele određene koncentracijama tvari i 

međudjelovanjima. Odstupanje je posljedica nespecificiranih razloga kao što su npr. razlika u 

veličini ili obliku čestica. Fizikalni smisao parametra neslučajnosti je inverzna vrijednost 

koordinacijskog broja rešetke. Parametri τ12 i τ21 su interakcijske prirode, a kako se interakcije 

opisuju Gibbsovim energijama, parametri se sastoje od entalpijske i entropijske komponente. 

Izrazi za koeficijente aktivnosti su: 

ln𝛾1 = 𝑥2
2 [𝜏21(

𝐺21

𝑥1+𝑥2𝐺21
)2 +

𝜏12𝐺12

(𝑥1𝐺12+𝑥2)2
], (30) 

ln𝛾2 = 𝑥1
2 [𝜏21(

𝐺12

𝑥2+𝑥1𝐺12
)2 +

𝜏21𝐺21

(𝑥2𝐺21+𝑥1)2
], (31) 

gdje su pomoćne varijable modela NRTL, G12 i G21: 

𝐺12 = exp⁡(−𝛼12𝜏12), (32) 

𝐺21 = exp⁡(−𝛼21𝜏21). (33) 

Parametri τ12 i τ21 računaju se prema: 
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𝜏12 =
𝑔12−𝑔22

𝑅𝑇
, (34) 

𝜏21 =
𝑔21−𝑔11

𝑅𝑇
, (35) 

gdje je R opća plinska konstanta, T apsolutna temperatura, a gij Gibbsova energije 

međudjelovanja. 

 

2.6 Test konzistentnosti 

Provodi se kako bi se vidjelo jesu li eksperimentalni podaci u skladu s osnovnim 

termodinamičkim zakonima. Test konzistentnosti nije zadovoljen ako pri eksperimentalnom 

određivanje nije postignuta fazna ravnoteža ili mjerenje sadrži sustavnu pogrešku, a mjerenja 

se u tom slučaju trebaju odbaciti. Postoje različiti testovi konzistentnosti. Najviše se koristi 

integralni (Heringtonov) test konzistentnosti9. On je nužan, ali uz njega se koristi i dopunski 

Van Nessov10 test. 

Integralni test konzistentnosti izvodi se iz poopćene Gibbs-Duhemove jednadžbe i ima oblik: 

∫ 𝑑 (
𝑔𝑒x

𝑅𝑇
) = ∫ ln

𝛾1

𝛾2
𝑑𝑥1

𝑥1=1

𝑥1=0

𝑥1=1

𝑥1=0
. (36) 

Integral s lijeve strane je jednak nuli, jer je eksces Gibbsova energija gex za čiste komponente 

kao granice integrala po definiciji nula. Iz toga osnovna jednadžba integralnog testa 

konzistentnosti ima oblik: 

∫ ln
𝛾1

𝛾2
𝑑𝑥1 = 0

𝑥1=1

𝑥1=0
. (37) 

Vrijednosti koeficijenta aktivnosti γ1 i γ2 računaju se iz eksperimentalnih podataka. Test je 

zadovoljen kada je integral ispod krivulje približno jednak nuli. 

Test konzistentnosti po Van Nessu je dopunski test konzistentnosti, termodinamički je 

egzaktan, a da bi se mogao primijeniti potrebno je odabrati prikladan model koeficijenta 

aktivnosti. Test se može primjenjivati i na izotermne i na izobarne podatke pod uvjetom da se 

parametri modela mogu prikazati kao funkcije temperature. Prikaz testa konzistentnosti po 

Van Nessu temelji se na crtanju ovisnosti ln(2/1)exp-ln(2/1)rač o x1, a test je zadovoljen kada 

se podaci slučajno rasipaju oko 0.  
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3 RAČUNSKI DIO 

3.1 Izbor sustava 

Za ilustraciju istjerivanja azeotropa iz sustava odabran je sustav toluen(1) – piridin(2). 

Potrebni eksperimentalni podaci Holloa i Lengyela pronađeni su u literaturi11 i prikazani su u 

tablici 1. Na slici 4 prikazan je odgovarajući fazni dijagram T-x-y. 

Tablica 1. Eksperimentalno određeni ravnotežni sustavi u ovisnosti o temperaturi za 

sustav toluen(1) – piridin(2) prema podacima Holloa i Lengyela11 

t/°C x1 y1 

113,7 0,084 0,111 

111,8 0,240 0,290 

110,8 0,412 0,468 

110,3 0,626 0,652 

110,2 0,808 0,808 

110,4 0,932 0,928 

 

 

Slika 4. Prikaz ravnotežnog sustava faza u ovisnosti o temperaturi za sustav toluen(1) – 

piridin(2) pri atmosferskom tlaku za rezultate Holloa i Lengyela11 
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3.2 Elementi proračuna 

Proračun je izrađen u programskom paketu Mathematica. Unutar njega izrađeni su programi 

za: 

a) Provođenje integralnog testa konzistentnosti (prilog 1) 

b) Provođenje Van Nessova testa konzistentnosti (prilog 1) 

c) Procjenu NRTL-parametara koji se određuju ugrađenom metodom sekante uz naredbu 

FindMinimum (prilog 2) 

d) Procjenu Stryjek-Verina parametara (prilog 3) 

e) Procjenu Wong-Sandlerova parametara (prilog 4) 

f) Konstrukciju izobarnog faznog dijagrama s pomoću jednadžbe stanja Peng-Robinson-

Stryjek-Vera uz pravila miješanja po Wong-Sandleru (prilog 5). Dijagram toka 

proračuna za izračunavanje jedne točke izobarnog faznog dijagrama nalazi se na slici 

5. 
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Slika 5. Dijagram toka proračuna vrelišta uz izobarne uvjete 
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4 REZULTATI 

4.1 Test konzistentnosti 

Test konzistentnosti provodi se kako bi se vidjelo jesu li eksperimentalni podaci u skladu s 

osnovnim termodinamičkim zakonitostima. Test konzistentnosti neće biti zadovoljen ukoliko 

nije postignuta ravnoteža ili je došlo do pogreške pri mjerenju. Takva mjerenja trebala bi se 

odbaciti. Postoje različiti načini ispitivanja konzistentnosti podataka, a u slučaju opisanom u 

ovom radu koriste se integralni test i dopunski Van Nessov test. 

Grafički prikazi rezultata integralnog i Van Nessova testa konzistentnosti dani su za podatke 

Holloa i Lengyela11, na slici 6 odnosno 7. Na integralnom testu konzistentnosti integral ispod 

krivulje približno je jednak nuli, što upućuje na konzistentnost podataka. Dopunski Van 

Nessov test pokazuje da se podaci (izračunati iz eksperimentalnih podataka) ne rasipaju 

slučajno oko nule, veće slijede trend, prvo silazni, a zatim uzlazni. To može upućivati na 

određenu sustavnu pogrešku prisutnu u mjerenju, ali i na neprikladnost primijenjenog modela 

NRTL na opis neidealnosti u konkretnom sustavu. 

 

Slika 6. Integralni test konzistentnosti za sustav toluen(1) – piridin(2) pri atmosferskom tlaku 

za rezultate Holloa i Lengyela11  
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Slika 6. Van Nessov test konzistentnosti za sustav toluen(1) – piridin(2) pri atmosferskom 

tlaku za rezultate Holloa i Lengyela11 

 

 

4.2 Određivanje parametara modela NRTL 

Koeficijenti aktivnosti γ računaju se iz eksperimentalnih podataka o ravnoteži para-kapljevina 

uz pretpostavku idealnosti parne faze koja podrazumijeva niske tlakove i pretpostavku malog 

odstupanja tlaka sustava od ravnotežnog tlaka čiste komponente, izrazom: 

𝛾𝑖 =
𝑝𝑦𝑖

𝑝𝑖
∗𝑥𝑖

. (38) 

Iz dobivenog koeficijenta aktivnosti računaju se i molarna eksces Gibbsova energija gex i 

molarna Gibbsova energija miješanja gM: 

𝑔ex

𝑅𝑇
= 𝑥1ln𝛾1 + 𝑥2ln𝛾2, (39) 

𝑔M

𝑅𝑇
= 𝑥1ln(𝑥1𝛾1) + 𝑥2ln(𝑥2𝛾2). (40) 

Koeficijent aktivnosti također se može izračunati i modelom, u ovom slučaju NRTL-

modelom. 

Parametri modela NRTL, τ12, τ21 i α12 određuju se traženjem minimuma funkcije: 
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𝑂𝐹 = ∑ [(
𝑔ex

𝑅𝑇
)
exp

− (
𝑔𝑒𝑥

𝑅𝑇
)
mod

]
2

𝑛𝑑
𝑖=1 . (41) 

gdje je (gex/RT)exp eksperimentalno određena molarna eksces Gibbsova energija, a (gex/RT)mod 

modelom određena molarna eksces Gibbsova energija. nd je broj eksperimentalnih podataka 

(veznih linija) na dijagramu vrenja. 

Minimum funkcije određen je ugrađenom metodom sekante (naredba FindMinimum). 

NRTL-parametri iznose τ12 = -0,560007; τ21 = 1,04939; a parametar α12 fiksiran je prema 

literaturi12 na vrijednost α12=0,3. Grafički prikaz usporedbe eksperimentalno određene 

Gibbsove energije miješanja u usporedbi s NRTL-modelom dan je na slici 7., a grafički prikaz 

usporedbe eksperimentalno određene eksces Gibbsove energije u usporedbi s NRTL-

modelom na slici 8. 

 

Slika 7. Grafički prikaz eksperimentalno određene Gibbsove energije miješanja za podatke 

Holloa i Lengyela11 u usporedbi s NRTL-modelom; simboli su eksperimentalne točke, a linija 

označava model. 
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Slika 8. Grafički prikaz eksperimentalno određene eksces Gibbsove energije za podatke 

Holloa i Lengyela11 u usporedbi s NRTL-modelom; simboli su eksperimentalne točke, a linija 

označava model. 

 

4.3 Određivanje Stryjek-Verinog parametra 

Ravnoteža para-kapljevina u neidealnim sustavima opisuje se različitim jednadžbama stanja, u 

ovom slučaju PRSV-jednadžbom stanja uz primjenu Wong-Sandlerovih pravila miješanja. 

Stryjek-Verin (SV) parametar κ1 karakterističan je za svaku komponentu, a izračunava se iz 

krivulje isparavanja koja se u slučaju piridina opisuje empirijskim13 izrazom: 

log10(𝑝
∗ bar⁄ ) = 𝐴 −

𝐵

(𝑇 K⁄ )+𝐶−273,15
+ 0,43429𝑥𝑛 + 𝐸𝑥8 + 𝐹𝑥12, (42) 

𝑥 = (𝑇 K⁄ − 𝑡0 − 273,15)/𝑇k, 
(43) 

a u slučaju toluena empirijskim izrazom12: 

ln(𝑝∗ bar⁄ ) = ln(𝑝k bar⁄ ) + (𝑇k/𝑇)(𝑎𝜏 + 𝑏𝜏1,5 + 𝑐𝜏2,5 + 𝑑𝜏5), 
(44) 

𝜏 = 1 − 𝑇/𝑇k. 
(45) 

Parametri u prethodnim jednadžbama iznose: za piridin A = 4,16750; B = 1373,030; 

C = 214,690; Tk = 620,00; t0 = 127,00; n = 2,71070; a za toluen Tk = 591,80, a = -7,31600; 

b = 1,59425; c = -1,93165; d = -3,72220; pk = 31,24. 

Izračun funkcije cilja OF radi se po jednadžbi: 
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𝑂𝐹 =
1

𝑛𝑑
∑ (ln𝜑𝑖

L − ln𝜑𝑖
V)

2𝑛𝑑
𝑖=1 , (46) 

gdje su φL
i i φ

V
i koeficijenti fugacitivnosti za kapljevitu i parnu fazu, izračunati jednadžbom 

stanja Peng-Robinson-Stryjek-Vere za odabran skup točaka na krivulji isparavanja. Traži se 

vrijednost parametra κ1 koja će dati najmanju razliku koeficijenata fugacitivnosti u širokom 

području temperatura, odnosno tlakova. nd je broj točaka na krivulji isparavanja koji se uzima 

u obzir za proračun. 

Izračunati SV-parametri iznose za toluen κ1 = -0,031 i za piridin κ1 = 0,022. 

Grafički prikaz ovisnosti funkcije cilja OF o parametru κ1 dan je za toluen na slici 8, a za 

piridin na slici 9. 

 

Slika 8. Grafički prikaz ovisnosti funkcije cilja OF o parametru κ1 za toluen(1) 

 

 

Slika 9. Grafički prikaz ovisnosti funkcije cilja OF o parametru κ1 za piridin(2) 
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4.4 Određivanje Wong-Sandlerova parametra 

Wong-Sandlerov parametar κ12 karakterističan je za svaki par komponenata i opisuje 

neidealnost sustava. 

Određuje se traženjem minimuma funkcije cilja OF koja je razlika eksces Helmholtzove 

energije izračunate pomoću Peng-Robinson-Stryjek-Verine jednadžbe stanja za kapljevitu 

fazu pri niskom (atmosferskom tlaku) i eksces Gibbsove energije koja je za iste uvjete i istu 

fazu izračunata modelom NRTL: 

𝑂𝐹 =
1

𝑛𝑑
∑ (

𝑎EOS
ex

𝑅𝑇

𝑛𝑑
𝑖=1 −

𝑔NRTL
ex

𝑅𝑇
)2. (47) 

aex
EOS je eksces Helmholtzova energija, indeks EOS označava jednadžbu stanja (engl. 

equation of state), a gex
NRTL je eksces Gibbsova energija, gdje indeks NRTL označava model 

po kojem je računata. 

Eksces Helmholtzova energija računa se prema izrazu: 

𝑎EOS
ex

𝑅𝑇
= 𝑥1(ln𝜑1 − ln𝜑1

∗) + 𝑥2(ln𝜑2 − ln𝜑2
∗), (48) 

Gdje je lnφi* koeficijent fugacitivnosti komponente i za standardno stanje, tj. za čistu tvar: 

ln𝜑∗ = 𝑧L − 1 − ln⁡(𝑧L − B) −
𝐴

2√2∗𝐵
ln [

𝑧L+(1+√2)𝐵

𝑧L+(1−√2)𝐵
], (49) 

a A i B računaju se iz izraza (24) i (25). 

U ovom slučaju Wong-Sandlerov parametar iznosi κ12 = 0,041. 

Grafički prikaz ovisnosti funkcije cilja OF o Wong-Sandlerovu parametru κ12 prikazan je na 

slici 10. 
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Slika 10. Grafički prikaz ovisnosti funkcije cilja OF o parametru 

κ12 za sustav toluen(1) – piridin(2) 

Na slici 11 uspoređena je eksperimentalno određena eksces Gibbsova energija za sustav 

toluen(1) – pridin(2) s njenim opisom pomoću NRTL-modela koeficijenta aktivnosti i PRSV-

WS jednadžbe stanja. 

 

Slika 11. Eksperimentalno određena eksces Gibbsova energija miješanja u usporedbi s NRTL-

modelom te eksces Helmholtzovom energijom miješanja po Peng-Robinson-Stryjek-Verinoj 

jednadžbi stanja i Wong-Sandlerovim pravilima miješanja; simboli su eksperimentalne 

vrijednosti izračunate prema podacima Holloa i Lengyela11, crvena linija označava PRSV-

WS-model, a zelena NRTL-model. 
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4.5 Pomicanje azeotropa promjenom tlaka 

Izobarni fazni dijagrami izračunati su za sustav toluen(1) – piridin(2) za različite tlakove 

pomoću jednadžbe stanja PRSV-WS. Azeotropne točke pri različitim tlakovima opisane su 

azeotropnim sastavom i karakterističnom temperaturom i nalaze se u tablici 3. 

Tablica 3. Azeotropne točke izračunate jednadžbom stanja PRSV-WS pri 

različitim tlakovima za sustav toluen(1) – piridin(2) 

x1 T/K p/bar 

1 319,3 0,1 

0,9600 336,3 0,2 

0,8302 355,4 0,4 

0,7701 367,8 0,6 

0,7026 377,1 0,8 

0,7004 384,8 1,0 

0,6297 410,8 2,0 

0,5898 427,8 3,0 

0,5604 440,9 4,0 

0,5496 451,6 5,0 

0,5001 488,9 10,0 

0,4802 513,7 15,0 

0,4703 532,9 20,0 

 

Iz rezultata se vidi da se smanjenjem tlaka azeotropna točka pomiče prema rubu faznog 

dijagrama i pri tlaku od 0,1 bar se u potpunosti uklanja. Proračun pokazuje da je sustav 

toluen(1) – piridin(2) moguće u potpunosti razdvojiti vakuumskom destilacijom pri tlaku od 

0,1 bar. Grafički prikaz rezultata dan je na slici 12. 
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Slika 12. Prikaz pomicanja azeotropne točke promjenom tlaka 
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5 ZAKLJUČAK 

Ovaj rad istražuje uklanjanje azeotropa promjenom tlaka za dvokomponentni sustav toluen(1) 

– piridin(2). Stryjek-Verina modifikacija Peng-Robinsonove jednadžbe i model NRTL 

korišteni su uz Wong-Sandlerova pravila miješanja. Parametri modela su uz eksperimentalne 

podatke služili za predviđanje ponašanja neidealnoga sustava toluen(1) – piridin(2) uz 

izobarne uvjete pri različitim tlakovima. Promjenom tlaka sustava moguće je potpuno ukloniti 

azeotropnu točku za sustav toluen(1) – pridin(2). Iz rezultata se vidi da pri tlaku od 0,1 bara 

azeotrop nestaje. Separaciju sustava treba stoga provoditi vakuumskom destilacijom koja se 

već primjenjuje u naftnoj industriji pri još nižim tlakovima od onoga koji je potreban za 

separaciju ovog dvokomponentnog sustava. 
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6 POPIS SIMBOLA 

𝑎EOS
ex . eksces Helmholtzova energija dobivena jednadžbom stanja, J mol-1 

𝑎𝛾
ex. eksces Helmholtzova energija dobivena iz koeficijenta aktivnosti, J mol-1 

𝑔𝛾
ex. eksces Gibbsova energija dobivena iz koeficijenta aktivnosti, J mol-1 

a parametar u PR-jednadžbi stanja, Pa m6 mol-2 

a korelacijski parametar za računanje ravnotežnoga tlaka 

A parametar u PR-jednadžbi stanja 

A parametar empirijske korelacije ravnotežnoga tlaka 

aex eksces molarna Helmholtzova energija, J mol-1 

B parametar u PR-jednadžbi stanja 

B parametar empirijske korelacije ravnotežnoga tlaka, K 

b konstanta u PR-jednadžbi stanja, m3 mol-1 

b korelacijski parametar za računanje ravnotežnoga tlaka 

BM drugi virijalni koeficijent smjese, m3 mol-1 

bM parametar smjese, m3 mol-1 

c korelacijski parametar za računanje ravnotežnoga tlaka 

C konstanta za PR-jednadžbu 

C korelacijski parametar za računanje ravnotežnoga tlaka, K 

d korelacijski parametar za računanje ravnotežnoga tlaka 

D pomoćni parametar u WS-pravilima miješanja 

E korelacijski parametar za računanje ravnotežnoga tlaka 

F korelacijski parametar za računanje ravnotežnoga tlaka 

Gij Pomoćna varijabla NRTL-modela 

gij Parametri interakcije između komponenti i i j, J mol-1 

gex eksces molarna Gibbsova energija, J mol-1 

kij empirijski parametar PR-jednadžbe stanja 

OF funkcija cilja 

p* ravnotežni tlak čiste komponente, bar 

pi parcijalni tlak komponente i, bar 

pk kritični tlak, bar 

pr reducirani tlak 

Q pomoćni parametar u WS-pravilima miješanja 
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R opća plinska konstanta, J K-1 mol-1 

T apsolutna temperatura, K 

t0 parametar empirijske korelacije ravnotežnoga tlaka, K 

Tk kritična temperatura, K 

Tr reducirana temperatura 

vex eksces molarni volumen, m3 mol-1 

xi molarni udio komponente u kapljevitoj fazi 

x pomoćna varijabla empirijske korelacije ravnotežnoga tlaka 

yi molarni udio komponente u kapljevitoj fazi 

z koeficijent kompresibilnosti 

zL koeficijent kompresibilnosti kapljevite faze 

α parametar u PR-jednadžbi stanja 

αij NRTL-parametar neslučajnosti 

γ koeficijent aktivnosti 

κ konstanta u PR-jednadžbi stanja 

κ1 dopunski parametar PRSV-jednadžbe 

κ12 parametar WS-pravila miješanja  

τ pomoćna varijabla empirijske korelacije za računanje ravnotežnoga tlaka 

τij NRTL-parametri interakcijske prirode 

φi
* standardni koeficijent fugacitivnosti 

φi
L koeficijent fugacitivnosti kapljevite faze 

φi
V koeficijent fugacitivnosti parne faze 

Ω konstanta u PR-jednadžbi stanja 

ω Pitzerov koeficijent acentričnosti 

Ωa, Ωb konstanta u PR-jednadžbi stanja 
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8 PRILOZI 

8.1 Prilog 1. 
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8.2 Prilog 2. 
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8.3 Prilog 3. Procjena Stryjek-Verina parametra 
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8.4 Prilog 4. 
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8.5 Prilog 5. 
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