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SAZETAK RADA

Ovaj zavr$ni rad istrazuje klju¢ne aspekte kontinuiranih slucajnih varijabli i njihove primjene
u statistici 1 inZenjerstvu. Fokus je stavljen na analizu normalne distribucije, funkcije gustoce i
distribucije vjerojatnosti te njihovu primjenu u razli¢itim kontekstima. Osim toga, rad se bavi
eksponencijalnom 1 beta distribucijom, objasnjavaju¢i njihove karakteristike i prakti¢ne
primjere uporabe. Posebna paznja posvecena je primjeni ovih distribucija kroz konkretne
primjere, ¢ime se ilustrira njihova upotreba u stvarnim situacijama. Kroz detaljnu analizu i

graficke prikaze, rad doprinosi dubljem razumijevanju i koriStenju ovih statistickih metoda.
SUMMARY

This thesis explores the key aspects of continuous random variables and their applications in
statistics and engineering. The focus is on the analysis of normal distribution, probability
density, and distribution functions, along with their applications in various contexts.
Additionally, the thesis covers the exponential and beta distributions, explaining their
characteristics and practical examples of usage. Special attention is given to the practical
applications of these distributions through specific examples, illustrating their use in real-world
situations. Through detailed analysis and graphical representations, the thesis contributes to a

deeper understanding and utilization of these statistical methods.
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1. UVOD

Kontinuirane slu¢ajne varijable su od izuzetnog znacaja u statistici i inZenjerstvu jer omogucuju
modeliranje i1 analizu podataka koji se ne ograni¢avaju na odredene vrijednosti, ve¢ mogu
poprimiti bilo koju vrijednost unutar odredenog intervala. Za razliku od diskretnih slucajnih
varijabli, koje su ograniene na specifine vrijednosti, kontinuirane slucajne varijable
poprimaju sve realne vrijednosti iz nekog intervala te time omogucuju detaljniju i precizniju

analizu podataka, $to je esencijalno u mnogim znanstvenim i inZenjerskim disciplinama.

Jedna od najvaznijih kontinuiranih distribucija je normalna distribucija, poznata i kao Gaussova
distribucija. Ona je karakterizirana svojim zvonolikim oblikom krivulje 1 definirana srednjom
vrijednosti (i) 1 standardnom devijacijom (o). Zbog svojih jedinstvenih svojstava, normalna
distribucija koristi se za modeliranje mnogih prirodnih i druStvenih fenomena, ukljucujuci

visinu ljudi, rezultate ispitivanja i financijske prinose.

Pored normalne distribucije, ovaj rad analizira i eksponencijalnu te beta distribuciju.
Eksponencijalna distribucija koristi se za modeliranje vremena izmedu dogadaja u
Poissonovom procesu, $to je korisno u podrucjima kao Sto su telekomunikacije, biologija i
teorija ¢ekanja. S druge strane, beta distribucija omogucuje modeliranje varijabli koje su

ogranic¢ene na odredeni interval, §to je prakti¢no za analizu proporcija i vjerodostojnosti.

Ovaj rad takoder detaljno istraZzuje Studentovu t-distribuciju i1 hi-kvadrat distribuciju.
Studentova t-distribucija je posebno korisna za procjenu srednjih vrijednosti malih uzoraka
kada standardna devijacija populacije nije poznata, dok se hi-kvadrat distribucija koristi za

testiranje hipoteza o varijancama 1 analizu varijance.

Cilj rada je pruziti sveobuhvatan pregled kontinuiranih slu¢ajnih varijabli i njihovih distribucija
te prikazati njihovu prakti¢nu primjenu kroz konkretne primjere 1 graficke prikaze. Analizom
ovih distribucija rad doprinosi dubljem razumijevanju statistickih metoda i njihovoj primjeni u
razli¢itim znanstvenim i inZenjerskim disciplinama. Ova analiza je od klju¢ne vaznosti za
istrazivace 1 inzenjere koji se bave obradom i interpretacijom podataka, jer omogucuje

donos$enje informiranih odluka temeljenih na statistickim analizama.



2. KONTINUIRANE SLUCAJNE VARIJABLE

2.1 DEFINICIJA

Slucajna varijabla je funkcija koja svakom ishodu nekog sluc¢ajnog pokusa pridruzuje neki
realni broj. Slucajne varijable oznacavaju se velikim tiskanim slovom, npr. X. Kontinuirana
sluc¢ajna varijabla moze poprimiti bilo koju realnu vrijednost unutar odredenog intervala. Za
razliku od diskretnih slu¢ajnih varijabli, koje mogu imati samo odredene, odvojene vrijednosti,
kontinuirane slucajne varijable imaju kontinuirani skup mogucih vrijednosti. Opcenito, sluc¢ajna

varijabla se smatra kontinuiranom ako su ispunjena oba sljedeca uvjeta.

1. Skup mogucih vrijednosti ¢ine svi brojevi unutar odredenog intervala na brojevnoj osi
(moguce beskonacnog opsega, npr., od —oo do ) ili svi brojevi u disjunktnoj uniji takvih

intervala (npr., [0,10]U[20,30]).

2. Niti jedna moguca vrijednost varijable nema pozitivnu vjerojatnost, tj., P(X=c)=0 za

bilo koju mogucu vrijednost c.



2.2 FUNKCIJA GUSTOCE VJEROJATNOSTI

Funkcija gustoée vjerojatnosti opisuje kako su vjerojatnosti rasporedene po skupu moguéih
vrijednosti. Oznacena s f(x), ova funkcija pruza informacije o tome kolika je vjerojatnost da ¢e
se kontinuirana slu¢ajna varijabla nalaziti unutar nekog intervala [a, b]. Sama funkcija gustoce
vjerojatnosti ne daje vjerojatnosti pojedinih tocaka, jer je za kontinuirane varijable P(X=c)=0

za bilo koju to¢ku ¢, [3].
Kako bi funkcija gustoce vjerojatnosti bila valjana, mora zadovoljiti dva uvjeta.

1. Funkcija gustoce mora biti nenegativna za sve vrijednosti x,
fix) >0 zasvex.

2. Integral funkcije gustocée vjerojatnosti preko cijele domene mora biti jednak jedan

fjooof(x)dx =1.

Svi probabilisti¢ki izrazi o slu¢ajnoj varijabli X mogu se izraziti pomocu f{x). Na primjer, za

bilo koji interval [a,b] vrijedi

Pla<X <b)= [ f(x)dx.
Ako postavimo a=b, tada je

P(X =a) = [, f(x)dx =0,

Sto se podudara sa zahtjevom da je vjerojatnost u svakoj pojedinoj tocki jednaka nula.



2.3 FUNKCIJA DISTRIBUCIJE VJEROJATNOSTI

Funkcija distribucije vjerojatnosti, oznacena kao F(x), opisuje vjerojatnost da sluc¢ajna varijabla

X poprimi vrijednost manju ili jednaku x i definira se kao
Fx)=P(X <x)=["_f(dt.

Funkcija distribucije vjerojatnosti neprekidna je i monotono rastuca funkcija koja ima limes 1

kada x tezi beskona¢nosti, a 0 kada x tezi u minus beskonacno, [3].

Moze se koristiti za odgovaranje na sve vjerojatnosne upite vezane uz X. Na primjer, za bilo

koji interval [a,b], vjerojatnost da ¢e X biti unutar tog intervala moze se izracunati kao
P(a<X <b)=F()—-F(a).

Odnos izmedu funkcije distribucije vjerojatnosti F' i funkcije gustoée vjerojatnosti fizrazava se

kao
F(a) = P{X € (—oo,al} = [ f(x)dx.
Derivacijom funkcije F dobivamo
F'(a) = f(a).
Takoder, integral
f(x)dx =F(x)+c

za realnu konstantu c. Stoga je F primitivna funkcija funkcije f.



2.4 OCEKIVANJE SLUCAJNE VARIJABLE

Ocekivanje ili matematicka ocekivana vrijednost kontinuirane slucajne varijable, cesto
oznaceno kao E(X), predstavlja srednju vrijednost svih mogu¢ih vrijednosti koje varijabla moze
poprimiti, odredenu prema njihovim vjerojatnostima. Ocekivanje je klju¢no za razumijevanje

prosje¢nog ponasanja slucajne varijable i koristi se u mnogim statistickim analizama.

Za kontinuiranu slu¢ajnu varijablu X s funkcijom gustoce vjerojatnosti f{x), ocekivanje je

definirano kao

E(X) = f_oooo xf (x)dx.

Navedeni izraz predstavlja sumu svih mogucih vrijednosti x, svaku odredenu njezinom

gusto¢om vjerojatnosti f{x), [1].

Ocekivanje je linearno, $to znaci da za bilo koje dvije slucajne varijable X1 Y, te konstante a i

b, vrijedi
E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).
Ako je ¢ konstanta, tada je
E(c) =c.
Ukoliko je g(X) funkcija slucajne varijable X, tada je o¢ekivanje g(X) definirano kao

E(g(x) = [, g)f(x)dx.



2.5 VARIJANCA

Varijanca je mjera rasprSenosti ili raznolikosti vrijednosti slucajne varijable oko njezine
ocekivane vrijednosti, tj. srednje vrijednosti. Dok o¢ekivanje pruza informaciju o prosjecnoj
vrijednosti slucajne varijable, varijanca pokazuje koliko su te vrijednosti raSirene ili

rasporedene.

Za kontinuiranu slucajnu varijablu X s funkcijom gusto¢e vjerojatnosti f{x) i ocekivanjem

E(X)=u, varijanca je definirana kao
Var(X) = E[(X — )] = [ (x — 1)*f (x)dx.

Varijanca se moZe shvatiti kao ocekivanje kvadrata odstupanja vrijednosti X od njezine srednje
vrijednosti u. Ova mjera daje informaciju o tome koliko su pojedina¢ne vrijednosti slucajne

varijable udaljene od srednje vrijednosti, [3].
Druga formula za varijancu koje se Cesto koristi, a moze se izvesti iz prve je
Var(X) = E(X?) — (E(X))2.

Varijanca je uvijek nenegativna. To se vidi iz njene definicije jer je kvadrat bilo koje vrijednosti
x-¢ nenegativan, f je nenegativna jer je funkcija gustoce vjerojatnosti, a integral nenegativne

funkcije je takoder nenegativan. Stoga zaklju¢ujemo da je
Var(X) = 0.
Vrijedi li da je c konstanta, tada je varijanca konstante jednaka 0,
Var(c) = 0.
Ako su a 1 b konstante, tada je varijanca linearne transformacije aX+b prikazana izrazom
Var(aX + b) = a*Var(X).
Ako su X1 Y nezavisne slucajne varijable, tada je varijanca njihove sume jednaka

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y).



2.6 STANDARDNA DEVIJACIJA

Sli¢no kao i varijanca, standardna devijacija mjera je rasprSenosti ili varijabilnosti vrijednosti
slucajne varijable oko njezine ocekivane vrijednosti tj. srednje vrijednosti. Ona predstavlja
prosjecnu udaljenost vrijednosti varijable od srednje vrijednosti i izraZzava se u istim jedinicama

kao 1 sama varijabla, $to je ¢ini intuitivnijom za interpretaciju u usporedbi s varijacijom.

Standardna devijacija koristi se za mjerenje rasprSenosti podataka. Veca standardna devijacija
ukazuje na vecu rasprSenost vrijednosti oko srednje vrijednosti, dok manja standardna

devijacija ukazuje na manju rasprsenost, [2].

Za kontinuiranu slucajnu varijablu X s funkcijom gusto¢e vjerojatnosti f{x) i ocekivanjem
E(X)=u, standardna devijacija, oznacena sa 6(X) ili jednostavno o, definira se kao pozitivan

kvadratni korijen varijance Var(X)

000 = Tar(D = [[%(x — 02 ().
Ukoliko je ¢ konstanta, tada je standardna devijacija konstante 0
o(c) =0.
Ako je a konstanta, tada je standardna devijacija linearnog skaliranja varijable aX dana izrazom

o(aX) = |ala(X).



3. NORMALNA DISTRIBUCIJA

3.1 DEFINICJA

Normalna slucajna varijabla je kontinuirana slucajna varijabla koja slijedi normalnu
distribuciju, poznatu i kao Gaussova distribucija. Ova distribucija je vazna zbog svoje ucestale
pojave u primjenama i jedinstvenih matematickih svojstava. Mnogi fenomeni u prirodi,
industriji 1 ekonomiji su priblizno normalno distribuirani. Na primjer, visine ljudi, rezultati
testova, greske u mjerenju i mnogi drugi tipovi podataka teze tvoriti zvonoliku krivulju

normalne distribucije kada se prikazu graficki.

Normalna distribucija je vazna jer omogucava primjenu statistickih metoda koje zahtijevaju
pretpostavku normalnosti, kao $to su intervali povjerenja i testovi hipoteza. Osim toga, centralni
grani¢ni teorem kaze da ¢e zbroj velikog broja nezavisnih, identi¢no distribuiranih varijabli biti
priblizno normalno distribuiran, bez obzira na izvornu distribuciju varijabli. Posljedica
centralnog grani¢nog teorema je da ¢ak i kada originalni podatci nisu normalno distribuirani,
ako imamo dovoljno mnogo podataka, s njima moZemo racunati kao da imaju normalnu

distribuciju.
Za kontinuiranu sluc¢ajnu varijablu X se kaZe da ima normalnu distribuciju sa parametrima pi ¢
(ilipio?), gdie-o0o < u < o0 i 0< o, ukoliko je funkcija gustoée vjerojatnosti od X

1

2mo

e—(x_ll)z/(zo'z) — 00 < x < oo,

f&) =

Tada kazemo da je u oCekivanje, a o standardna devijacija normalno distribuirane slucajne

varijable X, [3].
Navest ¢emo nekoliko primjena normalne slucajne varijable:

1. Visina ljudi: Visina ljudi je priblizno normalno distribuirana te se moze koristiti u
dizajniranju odjece, namjestaja 1 drugih proizvoda koji trebaju odgovarati razli¢itim

veli¢inama tijela.

2. Greske u mjerenju: Greske u mjerenju zbog ogranicenja preciznosti instrumenata ¢esto
slijede normalnu distribuciju. Ova pretpostavka omogucava analizu greSaka i1 kontrolu

kvalitete.



3. Rezultati testova: Rezultati standardiziranih testova cesto slijede normalnu
distribuciju, omoguéavajuéi koristenje percentilnih rangova i drugih statistickih alata za

interpretaciju rezultata.

Da bismo detaljnije analizirali normalnu slucajnu varijablu, razmotrit ¢emo primjer u kojem je
=20 i o=2 te prikazati funkciju gustoce vjerojatnosti i funkciju distribucije vjerojatnosti. Za

potrebe zadatka koristi se Microsoft Excel.
Graf funkcije gustoce vjerojatnosti za navedeni primjer dan je na Slici 1.

Graf ima oblik zvonolike krivulje koja je uska i visoka. MoZe se uociti da funkcija raste do
srednje vrijednosti (W), a zatim opada. Brzina rasta i pada ovisi o standardnoj devijaciji. Manja

standardna devijacija (6=2) znaci da su vrijednosti vise koncentrirane oko srednje vrijednosti.

Funkcija gustoce vjerojatnosti (u=20, 0=2)
0,2
0,18
0,16
0,14
0,12
=01
0,08
0,06
0,04

0,02

5 10 15 20 25 30 35
X

Slika 1. Funkcija gustoce vjerojatnosti (u=201i 6=2)



Potom pratimo izgled grafickog prikaza funkcije distribucije vjerojatnosti za navedeni primjer

(Slika 2).

Funkcija distribucije vjerojatnosti (u=20, 0=2)
11

0,9

0,7

0,5

F(x)

0,3

0,1

5 10 15 20 25 30 35
-0,1
X

Slika 2. Funkcija distribucije vjerojatnosti (u=201i 6=2)
Graf funkcije distribucije vjerojatnosti ima oblik S-krivulje. Ve¢ smo naveli da funkcije
distribucije vjerojatnosti rastu od 0 do 1, kao $to i uocavamo prikazanim te brzi rast za navedeni
primjer znaci da je ve€ina vrijednosti bliza srednjoj vrijednosti. To je posljedica male vrijednosti

0. Uz to, uoCavamo da funkcija F ima vrijednost 0.5 na x= 4.

10



S druge strane razmotrit ¢emo primjer normalne slucajne varijable gdje je u=15 1 o=4 te
prikazati funkciju gustoce vjerojatnosti i funkciju distribucije vjerojatnosti. Kao i za prvi

primjer, za potrebe zadatka koristi se program Microsoft Excel.

Funkcije gustoce vjerojatnosti graficki prikazano izgleda sli¢no prijasnjoj sa pokojim razlikama
(Slika 3).

Za navedeni primjer, funkcija takoder zauzima oblik zvonolike krivulje, no uo¢avamo da je
krivulja $ira i niza. Pratimo rast do vrijednosti 15 (maksimuma krivulje) i potom pad. Brzina
rasta i pada ovisi o standardnoj devijaciji (c). Zbog veée standardne devijacije (6=4) vrijednosti

su vise rasprsene.

Funkcija gustoce vjerojatnosti (u=15, 0=4)

0,1
0,08

0,06

(x)

0,04

0,02

0 5 10 15 20 25 30
X

Slika 3. Funkcija gustoce vjerojatnosti (u=15i 0=4)
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Jos ¢emo graficki prikazati funkciju distribucije vjerojatnosti za navedeni primjer (Slika 4).

Mozemo uociti da graf funkcije distribucije vjerojatnosti takoder zauzima oblik S-krivulje te da
F opet ima vrijednost 0.5 za x=u, $to je u ovom slucaju 15. Pratimo rast krivulje od vrijednosti
0 do vrijednosti 1, no mozemo zakljuciti da dolazi do sporijeg rasta Sto pokazuje vecu

rasprSenost vrijednosti.

Funkcija distribucije vjerojatnosti (u=15, 0=4)
1,1

0,9

0,7

03

0,1

-0,1
X

Slika 4. Funkcija distribucije vjerojatnosti (u=15i 0=4)
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Usporediti ¢emo potom funkcije gustoce vjerojatnosti za oba slucaja (Slika 5).

U navedenom prikazu funkcija gustoca vjerojatnosti za prvi primjer pri kojem je u=20 i 6=2 te

drugi pri kojem je p=15 1 0=4 mozemo uociti odredene razlike.

Prvo, za krivulju pri p=20 i 6=2 mozemo primijetiti da je uza i visa, sto znaci da su vrijednosti
vise koncentrirane oko srednje vrijednosti. Vrh krivulje (najviSa tocka) nalazi se na x=20, Sto
odgovara srednjoj vrijednosti. Krivulja brzo opada kako se udaljavamo od srednje vrijednosti,

S$to pokazuje da su ekstremne vrijednosti manje vjerojatne.

S druge strane, krivulja pri p=15 1 6=4 je Sira i niza, S§to znaci da su vrijednosti viSe rasprSene
oko srednje vrijednosti. Vrh krivulje nalazi se na x=15, $to odgovara srednjoj vrijednosti.
Krivulja sporije opada kako se udaljavamo od srednje vrijednosti, $to pokazuje vecu

vjerojatnost za ekstremne vrijednosti.

Usporedba dviju funkcija gustoéa vjerojatnosti

—_— — — = =4
0,25 u=20, o=2 u=15, o

0,2

fix) o

0,1

0,05

0 5 10 15 20 25 30

X

Slika 5. Usporedba dviju funkcija gustoca vjerojatnosti

Iz gornjih prikaza mozemo primijetiti da, nakon $to se dovoljno udaljimo od srednje vrijednosti,
funkcija f poprima vrijednosti jako blizu nule. To koliko se moramo udaljiti od srednje

vrijednosti da se fjako priblizi nuli ovisi o standardnoj devijaciji c.

Pomocu intervala tri sigme opisuje se raspon vrijednosti oko srednje vrijednosti pu, u kojem se
nalazi velika vecina (99.7%) podataka u normalnoj distribuciji. On obuhvaca vrijednosti od

pu—3c do pt+3o, gdje je p ocekivanje, tj. srednja vrijednost, a ¢ standardna devijacija.
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U prvom primjeru pri kojem su u=20 i 6=2, interval tri sigme obuhvaca raspon od
20—m3x2<x<20+3x2,
14 <x < 26.
U drugom primjeru pri kojem su u=15 i 6=4, interval tri sigme obuhvaca raspon od
15-3%x4<x<15+3Xx4,
3<x<27.

Iz prikazanih grafova funkcija gustoée za ove primjere mozemo uociti da izvan intervala tri
sigme vrijednosti funkcije gustoée brzo padaju gotovo na nulu. To ukazuje na vrlo nisku

vjerojatnost pojavljivanja vrijednosti izvan ovog raspona.
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3.2 STANDARDNA NORMALNA SLUCAJNA VARIJABLA

Normalna distribucija s vrijednostima parametara u=0 i 6=1 naziva se standardna normalna
distribucija. Slucajna varijabla koja ima standardnu normalu distribuciju naziva se standardna

normalna slucajna varijabla i oznacava se sa Z. Funkcija gusto¢e vjerojatnosti od Z je
f(2)=—e?? —w<z<®
Var :

Ova je funkcija jednostavno izvedena iz funkcije gustocée vjerojatnosti tako Sto smo uvrstili u=0

10=1, ax smo zamijenili sa z.

Vrijednost z iz gornjeg izraza Cesto nazivamo standardni rezultat ili z-rezultat. Z-rezultat
oznacava koliko standardnih devijacija element odstupa od srednje vrijednosti. Standardna
normalna distribucija omogucava koriStenje z-tablica za pronalazenje vjerojatnosti i kriticnih

vrijednosti, [3].

Funkciju gustoce vjerojatnosti od Z mozemo graficki prikazati (Slika 6).

Funkcija gustoce vjerojatnosti (u=0, o=1)
0,45

5 -3 -1 x 1 3 5

Slika 6. Funkcija gustoce vjerojatnosti standardne normalne slucajne varijable
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Takoder, isto tako mozemo prikazati i funkciju distribucije vjerojatnosti za standardnu

normalnu distribuciju (Slika 7).

Funkcija distribucije vjerojatnosti (u=0, 0=1)
1,2

F(x)

-5 -3 3 5

Slika 7. Funkcija distribucije vjerojatnosti standardne normalne slucajne varijable

Normalna distribucija X~N (u, %) moZe se transformirati u standardnu normalnu distribuciju

Z~N(0,1) pomocu z-transformacije

gz =&
o

Graficka interpretacija z-transformacije je da prvo X-u translatira srediste krivulje iz g u 0, a

potom dijeljenje sa o prilagodi Sirinu krivulje.

Ova transformacija omogucuje pretvaranje razli¢itih normalnih distribucija u standardizirani
oblik sa srednjom vrijedno$¢u 0 1 standardnom devijacijom 1. Standardizacija je korisna jer
omogucuje koriStenje z-tablica za pronalazenje vjerojatnosti i kriti€nih vrijednosti, Sto olakSava

usporedbu 1 analizu razli¢itih distribucija.
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3.3 PRIMJERI

Za izraCune i graficki prikaz normalne distribucije navedenih primjera koriSten je program

Microsoft Excel.
3.3.1 PRIMJER 1

Poznato je da se dijastolicki krvni tlak osoba srednje dobi, koji se mjeri u milimetrima zive
(mmHg), moze aproksimirati normalnom distribucijom ¢iji su parametri ocekivanje 83.5 te

varijanca 12.25.

(a) Potrebno je zapisati cjelobrojne vrijednosti koje ova slucajna varijabla poprima unutar
intervala tri sigme, izracunati vrijednosti funkcije gusto¢e vjerojatnosti u tim to¢kama i
nacrtati njen graf te izracunati vrijednosti funkcije distribucije vjerojatnosti u tim tockama
1 nacrtati njen graf.

(b) Potrebno je izracunati vjerojatnost da dijastolic¢ki krvni tlak osobe srednje dobi bude vise

od 80 mmHg.
(c) Hipertenziju imaju osobe kod kojih je dijastolicka vrijednost barem 90 mmHg, potrebno

je izraCunati vjerojatnost da osoba srednje dobi ima hipertenziju.
Parametri normalne distribucije:
ocekivanje, p=83.5,
varijanca, 02 =12.25,
standardna devijacija, 6=v12.25=3.5.
(a) Interval tri sigme dobijemo na sljedec¢i nacin:
Uu—3c<X<u+30
835—-3%35<X<835+3%3.5
73<X<94

Cjelobrojne vrijednosti unutar intervala "tri sigme" su od 73 do 94.
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Za pocetak dolazi do izraCunavanja funkcije gustoce vjerojatnosti te se koristi funkcija

NORM.DIST u Excelu s parametrom FALSE za funkciju gustoce vjerojatnosti. Unosi se

naredba

=NORM.DIST(A2;83,5,3,5;,FALSE)

za svaku vrijednost X od 73 do 94, vrijednosti su rasporedene od ¢elije A2 do A23. Potom

se racuna funkcija distribucije vjerojatnosti unosom funkcije

=NORM.DIST(A2;83,5,3,5; TRUE)

s parametrom TRUE takoder za svaku vrijednosti X od 73 do 94 koje su rasporedene od

¢elije A2 do A23.

Dobivene vrijednosti prikazane su na Slici 8.

X f(x) F(x)

73 0,001266| 0,00135
74 0,002864 | 0,003321
75 0,005972|0,007579
76 0,011475|0,016062
77 0,020319|0,031645
78 0,033161|0,058042
79 0,049875|0,099271
80 0,069134 | 0,158655
81 0,0883190,237525
82 0,103982|0,334118
83 0,112826 | 0,443202
84 0,112826 | 0,556798
85 0,103982 | 0,665882
86 0,088319|0,762475
87 0,069134|0,841345
88 0,049875|0,900729
89 0,033161|0,941958
90 0,020319| 0,968355
91 0,011475|0,983938
92 0,005972|0,992421
93 0,002864 | 0,996679
A 0,001266 | 0,99865

Slika 8. Dobivene vrijednosti f(x) i F(x)
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Zatim se crtaju grafovi za funkciju gustoce 1 distribucije vjerojatnosti koriste¢i vrijednosti
X na x-osi te na y-osi izracunate vrijednosti funkcije. Rezultati su prikazani na slikama 9

110.

Funkcija gustocCe vjerojatnosti
0,12

0,1
0,08
< 0,06
0,04
0,02

73 78 83 88 93
X

Slika 9. Funkcija f za dijastolicki krvni tlak

Funkcija distribucije vjerojatnosti
1,2

73 78 83 88 93
X

Slika 10. Funkcija F za dijastolicki krvni tlak

(b) Trebamo dobiti P(X > 80). S obzirom da je ukupna vjerojatnost jednaka 1, iskoristimo
da je P(X >80)=1—-P (X <80). Vrijednost P (X < 80) ratunamo kao i prije,
pomocu naredbe NORM.DIST. U Excel upisujemo

I-NORM.DIST(80;83,5,3,5, TRUE).
Kao rezultat dobijemo 0,841344746.
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(c) Jos je potrebno odrediti vjerojatnost da osoba ima hipertenziju tj. P(X = 90). Takoder se
ponovo koristi naredba =/-NORM.DIST(90,;83,5,3,5; TRUE), ovaj put s vrijednosti 90 te
je izraCunata vjerojatnost da osoba ima hipertenziju koja iznosi P(X = 90)=
0,031645416.

3.3.2 PRIMJER 2

Poznato je da se koli¢ina hemoglobina u uzorku krvi kod Zena, izraZzena u gramima po decilitru
(g/dL), moze opisati normalno distribuiranom slu¢ajnom varijablom X s ocekivanjem 13.8 i
standardnom devijacijom 0.5.

(a) Potrebno je izracunati vjerojatnost da koli¢ina hemoglobina u krvi poprimi vrijednost
manju od 14.1 g/dL.

(b) Takoder, potrebno je izracunati vjerojatnost da koli¢ina hemoglobina u krvi poprimi
vrijednost ve¢u od 13.5 g/dL, ali najvise 14.7 g/dL.

Paramteri normalne distribucije:
ocekivanje, u=13.8,
standardna devijacija 6=0.5.

(a) ZaizraCunavanje vjerojatnosti da koli¢ina hemoglobina bude manja od 14.1 g/dL, kao i
u Primjeru 1, za normalnu distribuciju koristi se funkcija NORM.DIST u Excelu. U Excel
je prvo potrebno napisati vrijednost 14.1 u proizvoljnu ¢eliju (u ovom slucaju A2), potom
u novu Celiju napisati funkciju: =NORM.DIST(A2,13,8;0,5,TRUE) iz koje se dobije
vjerojatnost da koli¢ina hemoglobina u krvi poprimi vrijednost manju od 14.1 g/dL te
iznosi P(X < 14.1)=0,725746882.

(b) Za izracunavanje vjerojatnosti da koli¢ina hemoglobina bude izmedu 13.5 g/dL i 14.7
g/dL nuzno je izraCunati dvije funkcije distribucije vjerojatnosti i ih oduzeti. Imat ¢emo

P(135<X<14.7) =P(X—14.7) — P(X < 13.5).

U dvije proizvoljno odabrane ¢elije (u ovom sluc¢aju A3 i A4) unesu se vrijednosti 13.5 1
14.7. Slijedi unos formula za vjerojatnosti =NORM.DIST(A3;13,8;0,5,TRUE) i
=NORM.DIST(A4,13,8,0,5;TRUE) te su dobivene vrijednosti P(X < 13.5)=
0,274253118 1 P(X < 14.7)= 0,964069681.

Slijedi racunanje razliku dviju dobivenih vrijednosti kako bi se dobila medu vjerojatnost
koja iznosi P(13.5 < X < 14.7)=0,689816563.
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4. EKSPONENCIJALNA DISTRIBUCIJA
4.1 DEFINICIJA

Eksponencijalna distribucija Siroko je koriSten model u inzenjerstvu i znanosti, posebno za
modeliranje vremena izmedu uzastopnih dogadaja u Poissonovim procesima. Eksponencijalna
slucajna varijabla opisuje vrijeme izmedu dogadaja kao Sto su telefonski pozivi, kvarovi
komponenti ili intervali izmedu prirodnih katastrofa.

Funkcija gustoce vjerojatnosti eksponencijalne slucajne varijable X definirana je kao:
f(x) =Ae ™ akojex =0,
f(x) =0akojex <0,
gdje je A > 0 parametar eksponencijalne slu¢ajne varijable, [7].
Na Slici 11 prikazani su grafovi funkcije fuz tri razlicite vrijednosti parametra A. Uoavamo da

vrijednost funkcije u nuli iznosi A nakon ¢ega funkcija pada i asimptotski se priblizava nuli.

Fukcije gustoce vjerojatnostiza razliCite vrijednosti A
14

—A=0.5 =——A=10 =——A=15

0 1 2 3 4 5
X

Slika 11. Funkcija f za eksponencijalnu slucajnu varijablu
Funkecija distribucije vjerojatnosti eksponencijalne sluc¢ajne varijable X dana je izrazom:

F(X)=1—-e* akojex>0,

F(X) =0 ako je x < 0.
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Na Slici 12 prikazani su grafovi funkcije F za tri vrijednosti parametra A, iste kao na Slici 11.
Vrijednost funkcije F u nuli je 0, a potom raste i asimptotski se priblizava jedinici. Brzina rasta

ovisi 0 parametru A.
Funkcije distribucijevjerojatnosti za razli¢ite vrijednosti A

—A=0.5 =——A=1.0 =—A=15

0,8

06
04

0,2
0
0 1 2 X 3 4 5
Slika 12. Funkcija F za eksponencijalnu slucajnu varijablu

Za crtanje prikazanih grafova funkcije gustoce vjerojatnosti i funkcije distribucije vjerojatnosti

koriSten je program Microsoft Excel te naredbe
EXPON.DIST(x;lambda; FALSE)

za funkciju gustoée vjerojatnosti i
EXPON.DIST(x;lambda; TRUE)

za funkciju distribucije vjerojatnosti.
Za eksponencijalnu slucajnu varijablu X s parametrom A, oCekivanje i standardna devijacija

opisuju se kao:
1

1

O'(X) :z



4.2 PRIMJER

Pretpostavimo da se kvarovi na stroju dogadaju prema eksponencijalnoj distribuciji s
parametrima A=0.1. Tada funkcija gustoce vjerojatnosti i funkcija distribucije vjerojatnosti
izgledaju ovako:

f(x) =0.1e791%,
F(x)=1—e %1%,

Ako Zelimo izraCunati vjerojatnost da ¢e se sljedec¢i kvar dogoditi unutar 10 sati, koristimo
funkciju distribucije vjerojatnosti

F(x)=1—e 9110 =1 —¢~1 % 0.6321.
Zakljucno, postoji priblizno 63.21% Sanse da ¢e se kvar dogoditi unutar 10 sati.

Navedeni primjer takoder se moze izraCunati pomocu naredbe EXPON.DIST u programu
Microsoft Excel. Potrebno je unijeti vrijednosti x od 0 do 20 te za funkciju gustoce vjerojatnosti
koristiti naredbu =EXPON.DIST(x;0,1;FALSE) (Slika 13), a za funkciju distribucije
vjerojatnosti =EXPON.DIST(x,0,1;TRUE) (Slika 14).

Funkcija gustoce vjerojatnosti
0,12
0,1
0,08
X 0,06
0,04

0,02

0 5 X 10 15 20

Slika 13. Funkcija gustoce vjerojatnosti za eksponencijalnu distribuciju za A = 0.1
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Funkcija distribucije vjerojatnosti

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
04
0,3
0,2
0,1

F(x)

0 5 x 10 15 20

Slika 14. Funkcija distribucije vjerojatnosti za eksponencijalnu distribuciju za A = 0.1
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S. BETA DISTRIBUCIJA
5.1 DEFINICIJA

Beta distribucija vrlo je korisna distribucija u statistici zbog svoje fleksibilnosti i sposobnosti
da modelira slucajne varijable koje su ogranicene na neki interval, najces¢e od 0 do 1. Najcesce
se koristi za modeliranje proporcija i postotaka. Beta distribucija definirana se s dva parametra,
alfa (o) i beta (), pri ¢emu su oba pozitivna.

Ako je X sluCajna varijabla s beta distribucijom, tada je funkcija gustoce vjerojatnosti dana
izrazom

_ 1 r'(a+pB) x-A\%"1 B—x p-1
flx) = B-A X r(@)xr'p) X (B—A) X ( ) , Asx =B.

Za standardnu beta distribuciju, 4 je 0, a B je 1, ¢ime se funkcija pojednostavljuje

_ _T@+B) o171 _ -1
f(x)—r(a)xr(ﬁ)x 1-x)F1Ho<sx<1

gdje je I' gama funkcija.

Gama funkcija (I') prosirenje je funkcije faktorijel, definirana za sve kompleksne brojeve osim
negativnih cijelih brojeva,

I'(z) = [ t*"te~tdt, R(z)>0.

Funkcije gustoce vjerojatnosti pri razli€itima i B

X
—=0.5, $=0.5 =———q=5,B=1 ==———qc=1,p=3 =———q=2,pf=2 =———qa=2,p=5

Slika 15. Funkcija f za beta distribuciju pri razlicitim o.i

Ova distribucija vrlo je fleksibilna jer razli€ite vrijednosti parametara o i § mogu proizvesti
razli¢ite oblike funkcije gustoce vjerojatnosti, ukljucujuéi jednoli¢nu, U-oblikovanu, obrnutu
U-oblikovanu i druge oblike, [5]. Nekoliko oblika funkcije fprikazano je na Slici 15.
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Funkeciju distribucije vjerojatnosti za beta distribuciju opisujemo kao

F(x) = [, f(t)dt.

Ona je prikazana na Slici 16.

Funkcije distribucije vjerojatnosti prirazli¢itima i B
1,1

0,9

0,7

0,5

F(x)

0,3

0,1

01 0 0,2 04 X 0,6 0.8 1

a=5,p=1

a=1,B=3

a=2,B=2

—a=0.5, $=0.5 a=2,B=5

Slika 16. Funkcija F za beta distribuciju pri razlicitim o. i

Za crtanje prikazanih grafova funkcije gustoée vjerojatnosti i funkcije distribucije vjerojatnosti
koriSten je program Microsoft Excel te naredbe

=BETA.DIST(x;alpha;beta; FALSE)
za funkciju gustoce vjerojatnosti 1
=BETA.DIST(x;alpha;beta; TRUE)

za funkciju distribucije vjerojatnosti.

Za beta slucajnu varijablu X s parametrima a 1 8, ocekivanje je definirano kao

E(X) = -

a
a+B’

_ / op
a(X) = (a+B)2(a+B+1)

a standardna devijacija kao
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5.2 PRIMJER

Pretpostavimo da imamo projektni zadatak u kojem koristimo PERT metodu za koordinaciju
razli¢itih aktivnosti u velikom projektu. Standardna pretpostavka u PERT analizi je da vrijeme
potrebno za dovrSetak bilo koje aktivnosti, jednom kada je zapoceta, ima beta distribuciju s
optimisti¢énim vremenom 4 (ako sve ide dobro) i pesimisti¢nim vremenom B (ako sve ide lose).

Na primjer, u izgradnji obiteljske kuce, vrijeme X izrazeno u danima potrebno za postavljanje
temelja ima beta distribuciju s 4=2 dana i B=5 dana, te parametrima a=2 i =2.

Vjerojatnost da je potrebno najviSe 3 dana za postavljanje temelja moze se izracunati
integracijom funkcije gustoée vjerojatnosti

P(X<3)= f23f(x; a,B,A,B)dx.
U programu Microsoft Excel koristili smo naredbu
=BETA.DIST(3,;2;2;TRUE;2;5),

1 time dobili rezultat koji iznosi 0,259259259.

Funkcija gustoce vjerojatnosti
0,6

0.4
=03
0.2

0,1

2 25 3 3,5 4 4,5 5
X

Slika 17. Funkcija gustoce vjerojatnosti za beta distribuciju pri a=2i =2
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Funkcija distribucijevjerojatnosti
1,2

0,8
u_liO,G
04
0,2

0
2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
X

Slika 18. Funkcija distribucije vjerojatnosti za beta distribuciju pri a=2 i f=2

Za navedeni primjer nacrtali smo grafove funkcija f 1 F u Excelu. Koristili smo naredbe
=BETA.DIST(x;2,;2;FALSE;2;5) za funkciju gustoée vjerojatnosti (Slika 17) i
=BETA.DIST(x;2,;2; TRUE;2,5) za funkciju distribucije vjerojatnosti (Slika 18).
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6. STUDENTOVA T-DISTRIBUCIJA
6.1 DEFINICIJA

Studentova t-distribucija kontinuirana je distribucija vjerojatnosti koja generalizira standardnu
normalnu distribuciju. Poput normalne distribucije, simetricna je oko nule i ima oblik zvona.
Medutim, t-distribucija ima deblje repove, Sto znaci da ima vecu vjerojatnost za ekstremne
vrijednosti. Ovo svojstvo kontrolira parametar stupnjeva slobode (v). Za v = 1, t-distribucija
postaje standardna Cauchy distribucija, a za v — oo, postaje standardna normalna distribucija.

Matematicki, funkcija gustoce vjerojatnosti t-distribucije je

f(© = fvinj(z)(l +5) 7,

gdje je v broj stupnjeva slobode, a I je gama funkcija, [8].

Funkcije gustoce vjerojatnosti pri razli¢itimv
0,45

04

v=1 v=2 v=5 v=00

Slika 19. Funkcija f za Studentovu t-distribuciju
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Funkecija distribucije vjerojatnosti za Studentovu t-distribuciju opisuje vjerojatnost da slucajna
varijabla koja slijedi t-distribuciju s odredenim brojem stupnjeva slobode v, bude manja ili
jednaka nekoj vrijednosti x te je definirana kao

Fx) = f F(O)dt

gdje je f(t) funkcija gustoée vjerojatnosti za t-distribuciju.

Funkcije distribucije vjerojatnosti pri razlicitimv

1,2

(&)]
w
[
x

[
w
(6]

v=1 v=2 v=5 V=00

Slika 20. Funkcija F za Studentovu t-distribuciju

Za crtanje grafova funkcije gustoce vjerojatnosti i funkcije distribucije vjerojatnosti prikazanih
na slikama 19 1 20 koriSten je program Microsoft Excel te naredbe

=T.DIST(x,;degrees_freedom;FALSE)
za funkciju gustoce vjerojatnosti 1
=T.DIST(x,;degrees_freedom;TRUE)

za funkciju distribucije vjerojatnosti.

Ocekivanje i standardna devijacija za Studentovu t-distribuciju ovise o stupnjevima slobode v
te se opisuju kao:

EX)=0 zav>1,

o(X) =\/g za v > 2.[6]
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6.2 USPOREDBA S NORMALNOM DISTRIBUCIJOM

Standardna normalna distribucija ima fiksnu formu bez obzira na veli¢inu uzorka, dok se t-
distribucija mijenja s brojem stupnjeva slobode. Studentova t-distribucija ima deblje repove,
$to je korisno kada radimo s malim uzorcima ili kada populacijska standardna devijacija nije
poznata.

Kako se broj stupnjeva slobode povecava, t-distribucija sve se viSe priblizava standardnoj
normalnoj distribuciji dok ne postanu gotovo identi¢ne. Kod vise od 30 stupnjeva slobode, t-
distribucija priblizno odgovara standardnoj normalnoj distribuciji te se stoga standardna
distribucija moze koristiti umjesto t-distribucije kod velikih uzoraka, [4]. Grafi¢ke usporedbe
prikazane su na Slikama 21, 22, 23 1 24.

Graf normalne distribucije i t-distribucije s 1 stupnjem slobode
0,45

-3 -2 -1 0 1 2 3

X

- Standardna normalna distribucija t-distribucija s 1 stupnjem slobode

Slika 21. Graf normalne distribucije i t-distribucije s 1 stupnjem slobode

Graf normalne distribucije i t-distribucije s 10 stupnjeva slobode
0,45
0

— Standardna normalna distribucija

t-distribucija s 10 stupnjeva slobode

Slika 22. Graf normalne distribucije i t-distribucije s 10 stupnjeva slobode
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Graf normalne distribucije i t-distribucije s 20 stupnjeva slobode
0,45
0

-3 -2 -1 0 1 2

Standardna normalna distribucija = t-distribucija s 20 stupnjeva slobode

Slika 23. Graf normalne distribucije i t-distribucije s 20 stupnjeva slobode

Graf normalne distribucije i t-distribucije s 30 stupnjeva slobode
0,45

f(x)

0
-3 -2 -1 0 x 1 2

Standardna normalna distribucija t-distribucija s 30 stupnjeva slobode

Slika 24. Graf normalne distribucije i t-distribucije s 30 stupnjeva slobode
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7. HI-KVADRAT DISTRIBUCIJA
7.1 DEFINICIJA

Hi-kvadrat distribucija kontinuirana je distribucija vjerojatnosti koja se koristi za testiranje
hipoteza o varijancama i za analizu varijance u mnogim statistickim metodama. Definirana je
sumom kvadrata nezavisnih standardnih normalnih varijabli. Ako su Z;, Z>,..., Zr nezavisne
standardne normalne varijable, tada je slucajna varijabla Q definirana kao

Q = Z?:lziza

te ima hi-kvadrat distribuciju s k stupnjeva slobode. Ova distribucija je specijalan sluc¢aj gama
distribucije, [6].

Funkcija gustoce vjerojatnosti za hi-kvadrat distribuciju opisuje se kao
xk/2=1p=x/2

CREZO)

0, inace.

, zax >0

Pri tome I'(k /2) oznacava gama funkciju.

Funkcije gustoce vjerojatnosti pri razlic¢itimk
0,5

0,45
0,4
0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1

ey

0,05

0 1 2 3 4 X 5 6 7 8
k=1 k=2 k=3 k=4 k=6 ——k=9

Slika 25. Funkcija f za hi-kvadrat distribuciju
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Funkcije distibucijevjerojatnosti pri razlicitim k

1 2 3 4 X 5 6 7 8
k=1 k=2 k=3 k=4 k=6 k=9

Slika 26. Funkcija F za hi-kvadrat distribuciju

Za crtanje prikazanih grafova funkcije gustoce vjerojatnosti 1 funkcije distribucije vjerojatnosti
koriSten je program Microsoft Excel te naredbe

=CHISQ.DIST (x;degrees freedom,; FALSE)

za funkciju gustoée vjerojatnosti i

=CHISQ.DIST(x;degrees freedom,; TRUE)

za funkciju distribucije vjerojatnosti.

Za hi-kvadrat slu¢ajnu varijablu X s k stupnjeva slobode, o¢ekivanje je definirano kao

EX) = k,

dok se standardna devijacija opisuje slijede¢im izrazom

o(X) = 2k.
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7.2 PRIMJER

Pretpostavimo da pokuSavamo locirati cilj u trodimenzionalnom prostoru, a pogreske u
koordinatama odabrane tocke su nezavisne normalne varijable s o¢ekivanjem 0 i standardnom
devijacijom 2. Vjerojatnost da udaljenost izmedu odabrane tocke i cilja prelazi 3 metra moze
se izracunati pomocu hi-kvadrat distribucije.

Udaljenost D izmedu tocke i cilja je

D= \/Xlz + X% + X352,
a kvadrat udaljenosti D? iznosi
D2 == X12 +X22 +X32 .

Buduéi da su X;, X> 1 X3 nezavisne normalne varijable sa standardnom devijacijom 2 i1

o¢ekivanjem 0, definiramo Y; = %, gdje je Y; standardna normalna varijabla te je tada D? =

4, + 1% + 15°).

Kvadratna suma Y;% + Y, + Y32 slijedi hi-kvadrat distribuciju s 3 stupnja slobode. Udaljenost
D koja je veéa od 3 metra zna¢i da je D? > 9.

ZaY; slijedi:
D? = 4(Y;* + Y,2 + Y32) > 9,
N2+ 1 41 > 2 =225,
Potom racunamo vjerojatnost da je udaljenost ve¢a od 3 metra:
P(D >3) =P, * + Y2 + 1) >09),
P(Y,* 4+ Y,* + V3% > 2.25),
P(D > 3) = P(x?*(3) > 2.25).

U programu Microsoft Excel koristit ¢emo funkciju CHISQ.DIST.RT za izraCunavanje ove
vjerojatnosti te u ¢eliju unosimo formulu =CHISQ.DIST.RT(2,25,3) i dobivamo vjerojatnost za
zadani uvjet koja iznosi 0,52216719, tj. 52,22%.
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8. ZAKLJUCAK

U ovom zavr$nom radu istrazeni su kljucni aspekti kontinuiranih slu¢ajnih varijabli i njihovih
distribucija, s naglaskom na njihovu vaznost u statistici i inZenjerstvu. Kroz analizu razlicitih
distribucija, kao $to su normalna, eksponencijalna, beta, Studentova t-distribucija i hi-kvadrat
distribucija, prikazano je kako se teoretski koncepti mogu primijeniti na stvarne situacije.

Normalna distribucija, poznata po svojim jedinstvenim svojstvima i Sirokoj primjeni, dokazala
je svoju kljucnu ulogu u modeliranju mnogih prirodnih i drustvenih pojava. Eksponencijalna
distribucija, koja se koristi za modeliranje vremena izmedu dogadaja u Poissonovom procesu,
pokazala je svoju korisnost u raznim podruc¢jima poput telekomunikacija i biologije, dok je beta
distribucija zahvaljujuci svojoj sposobnosti modeliranja varijabli unutar odredenih intervala,
pronasla je primjenu u analizi proporcija i vjerodostojnosti.

Posebna paznja posvecena je Studentovoj t-distribuciji 1 hi-kvadrat distribuciji, koje su kljucne
za statistiCke analize malih uzoraka i testiranje hipoteza o varijancama. Studentova t-distribucija
omogucuje preciznu procjenu srednjih vrijednosti kada standardna devijacija populacije nije
poznata, dok hi-kvadrat distribucija sluzi za testiranje hipoteza o varijancama i analizu
varijance, ¢ine¢i ih nezamjenjivim alatima u statistickoj analizi.

Prakti¢na primjena ovih distribucija ilustrirana je kroz konkretne primjere i graficke prikaze,
Sto je pridonijelo dubljem razumijevanju i primjeni statistickih metoda.

Zakljuéno, rad je pokazao kako teoretske distribucije mogu pruziti uvid u stvarne probleme i
pomodi u razvoju rjeSenja koja su statisticki opravdana. Kroz detaljnu analizu i primjenu
razli¢itih distribucija, ovaj rad doprinosi boljem razumijevanju statisti¢kih metoda 1 njihovoj
primjeni u razli¢itim znanstvenim 1 inzenjerskim disciplinama, otvaraju¢i put za daljnja
istrazivanja 1 inovacije u ovim podrucjima.
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