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SAZETAK

Ovaj zavr$ni rad bavi se tematikom diskretnih slucajnih varijabli te njihovom primjenom u
statistici 1 inzenjerstvu. U prvom dijelu zavr$nog rada definiramo diskretne slucajne varijable i
njihove osnovne karakteristike kao $to su funkcija gustoce vjerojatnosti, funkcija distribucije
vjerojatnosti, o¢ekivana vrijednost, varijanca i standardna devijacija. U drugom dijelu rada
analiziramo nekoliko vaznih distribucija, ukljucujuéi Bernoullijevu, binomnu, Poissonovu,
negativhu binomnu, geometrijsku te hipergeometrijsku distribuciju. Svaka distribucija

prikazana je razli¢itim primjerima i grafickim prikazima.

Rad omoguéuje bolje shvacanje i razumijevanje diskretnih slucajnih varijabli, te njihovo

koriStenje.
SUMMARY

This final thesis deals with the topic of discrete random variables and their application in
statistics and engineering. In the first part of the thesis, we define discrete random variables and
their fundamental characteristics such as probability density function, probability distribution
function, expected value, variance and standard deviation. In the second part of the thesis, we
analyze several important distributions, including Bernoulli, binomial, Poisson, negative
binomial, geometric and hypergeometric distribution. Each distribution is illustrated with

various examples and graphical representations.

The thesis aims to provide a better understanding of discrete random variables, and their use.
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1. UVOD
U suvremenoj statistici 1 teoriji vjerojatnosti, razumijevanje slucajnih varijabli klju¢no je za
analizu i modeliranje razli¢itih fenomena u prirodnim i drustvenim znanostima. Medu razli¢itim
vrstama slucajnih varijabli, diskretne slucajne varijable zauzimaju poseban znacaj zbog svoje
primjenjivosti u mnogim prakti¢nim situacijama, gdje su dogadaji ograni¢eni na odredeni skup
vrijednosti. Diskretne slucajne varijable su one varijable koje mogu poprimiti samo konacan ili
brojcano beskonacan skup vrijednosti, gdje svaka vrijednost ima odredenu pridruzenu

vrijednost.

Ovaj rad istrazuje teorijske osnove diskretnih slucajnih varijabli, analiziraju¢i njihove funkcije
gustoe vjerojatnosti, funkcije distribucije vjerojatnosti, ocekivanu vrijednost, varijancu te
standardnu devijaciju. U ovom radu analizirali smo 1 distribucije karakteristicne za diskretne
slucajne varijable kao Sto su Bernoullijeva, binomna, Poissonova, negativha binomna,

geometrijska te hipergeometrijska distriucija.

Bernoullijeva distribucija daje nam jednostavan, ali mocan alat za razumijevanje binarnih
ishoda. Binomna distribucija govori o broju uspjeha koji se pojavljuju u n pokusa. Moze se
koristiti za istrazivanje trziSta, kvalitete u proizvodnji, genetike, medicinskih studija te
politickih anketa. Poissonova distribucija je statisticka distribucija koja se koristi za
modeliranje broja dogadaja koji se dogadaju u fiksnom intervalu prostora ili vremena, kada su
ti dogadaji rijetki 1 nezavisni. MoZemo ju koristiti u epidemiologiji, astronomiji, geologiji, za
procjenu kvarova na uredajima te za procjenu defekata u proizvodnoj liniji. Negativna binomna
distribucija koristi se za modeliranje broja neuspjeha (ili pokuSaja) koji su potrebni da
postignemo odredeni broj uspjeh u seriji. Pogodna je za istrazivanje kvalitete u proizvodnji,
odredenih klinic¢kih ispitivanja te u marketinSkim kompanijama. Geometrijska distribucija
korisna je u situacijama gdje Zelimo saznati koliko pokusSaja i neuspjeha je potrebno do prvog
uspjeha. Hipergeometrijska distribucija korisna je za modeliranje u situacijama u kojima

analiziramo uzorak iz ograni¢enih populacija, bez vrac¢anja uzorka, odnosno zamjene.

Cilj ovog rada je pruziti sveobuhvatan pregled diskretnih slu€ajnih varijabli i njihovih
distribucija, uklju¢uju¢i njihove matematicke osobine i primjene u praksi. Kroz analizu
konkretnih primjera koji su analizirani te rijeSeni koriStenjem racunalnog programa Excel, rad
nam omogucuje bolje razumijevanje diskretnih slucajnih varijabli te na koji na¢in one mogu

biti koriStene u donosenju odluka te rjeSavanju slozenih problema.



2. DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE
2.1. DEFINICIJA

Slucajna varijabla je statisticka varijabla ¢ije su vrijednosti sluc¢ajne, odnosno ne mogu se
predvidjeti sa sigurnoscu, ve¢ samo s odredenom vjerojatnoscu. Izraz slucajna varijabla odnosi
se na matematicku funkciju koja svakom mogucem ishodu nekog eksperimenta pridruzuje
odredeni realan broj. Koncept sluCajne varijable omogucuje nam prijelaz sa samih
eksperimentalnih ishoda koji ¢esto nisu numericki na numeri¢ke ishode. Slucajne varijable

oznacavaju se velikim slovima npr. X, Y, Z.

Postoje dvije razliCite vrste slucajnih varijabli: diskretne sluCajne varijable i kontinuirane
sluajne varijable. Slucajne varijable €iji se skup mogucih vrijednosti moze napisati ili kao
konac¢ni niz x4,...,x, ili kao beskonac¢ni niz x;, ... mogu se nazvati diskretne. Diskretne
slucajne varijable su varijable koje imaju diskretan skup mogucih vrijednosti. Njihove
vrijednosti ¢ine konacan skup ili ih mozemo navesti u nizu u kojem postoji prvi element, drugi
element 1 tako dalje (,,prebrojiv* beskonacan skup). Primjer beskona¢nog prebrojivog skupa je
skup prirodnih brojeva. Kontinuirane sluc¢ajne varijable su varijable koje imaju kontinuirani

skup mogucih vrijednosti.

2.2. FUNKCIJA GUSTOCE VJEROJATNOSTI
Funkcija gustoCe vjerojatnosti moze se definirati kao vjerojatnost da ¢e diskretna slucajna
varijabla biti to¢no jednaka nekoj odredenoj vrijednosti. Drugim rije¢ima, funkcija gustoce
vjerojatnosti dodjeljuje odredenu vjerojatnost svakoj mogucoj vrijednosti diskretne slucajne

varijable.

Neka je X diskretna slu€ajna varijabla s mogu¢im vrijednostima x4, x5, ..., X,,. Funkcija gustoce

vjerojatnosti mora zadovoljavati sljedece uvjete.

e Zbroj svih vjerojatnosti mora biti 1:

Yi=1,.2P0) =p(xy) +p(xz) + - p(xy) = 1.

e Svaka vjerojatnost mora biti nenegativna:

p(x;)) =0 za sve x;.



Funkcija gustoce vjerojatnosti p(x) diskretne slucajne varijable X odredena je izrazom:
p(x) = P(X = x),
gdje P oznacava vjerojatnost.

Mozemo reci da funkcija gustoce vjerojatnosti slu¢ajne varijable X daje vjerojatnost da je ishod
pokusa jednak upravo x, za svaku vrijednost x. Funkcija gustoée vjerojatnosti slucajne varijable
X pokazuje kako je ukupna vjerojatnost 1 raspodijeljena izmedu mogucih vrijednosti varijable

X.
Ako X moze poprimiti neku od vrijednosti x4, X, , . . . ,x, onda je
p(x;) >0 i=12...n
,a za sve ostale vrijednosti x je p(x) = 0

Funkciju gustoée vjerojatnosti p(x) mozemo prikazati racunski - tablicom, graficki -

histogramom 1ili analiti¢ki - formulom.

2.3. FUNKCIJA DISTRIBUCIJE VJEROJATNOSTI
Funkcija distribucije vjerojatnosti F(x) diskretne slucajne varijable X predstavlja vjerojatnost

da je vrijednost sluc¢ajne varijable X manja ili jednaka x.
Funkeciju distribucije vjerojatnosti F(x) prikazujemo izrazom:
F(x) = P(X < x) = Yyx P (1)

Ako je X diskretna slucajna varijabla ¢ije su moguce vrijednosti x;, x5, X3 ..., gdje je x <
X, < x3 tada je njena funkcija distiucije vjerojatnosti F(x) funkcija skoka. To znaci da je

vrijednost F(x) konstantna u intervalima [x;_q, x;) te se zatim pomakne (ili sko¢i) za veli¢inu
f(x;) na x;.
Za bilo koja dva broja a i b gdje je a < b, vrijedi:
Pla<X<b)=F(b)—F(a),
gdje simbol a™ oznacava najve¢u mogucu vrijednost X koja je strogo manja od a.

Ako su jedine moguce vrijednosti slucajne varijable X cijeli brojevi 1 ako su a 1 b takoder cijeli

brojevi vrijedi:



Pla<X<b)=PX=ailia+1ili..ili b)
=F(b) —F(a—1).

Funkciju distribucije vjerojatnosti mozemo opisati i kao kumulativnu funkciju gustoce

vjerojatnosti.

2.4. OCEKIVANJA DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

Jedan od najvazniji koncepata u teoriji vjerojatnosti jest onaj o ocekivanju slucajne varijable.
Ocekivanje slucajne varijable oznacava se kao E(X), ., ili samo u i predstavlja tezinski prosjek

svih njenih vrijednosti.

Ako je X diskretna sluCajna varijabla sa skupom mogucih vrijednosti D 1 funkcijom

vjerojatnosti p(x), E(X) definira se kao:

E(X) = iy = XYxepX * p(x).

Drugim rije¢ima ocekivana vrijednost X predstavlja prosjek svih mogucih vrijednosti koje X

moze imati, pri ¢emu je svaka vrijednost pomnozena sa svojom vrijednosti.

Ako je X diskretna slu€ajna varijabla s funkcijom vjerojatnosti p(x) tada za bilo koju funkciju

g, ocekivanje g(X) je definirano kao:

E[gX)]= Y g(x)p(x).

Na primjer, ako su a i b konstantni i g(x) = ax + b, onda za diskretne slu¢ajne varijable vrijedi:

E[aX + b] = Z(ax + b)p(x)

X

= apr(x) + pr(x)

X

= aE[X] + b.



2.5. VARIJANCA
Uzimajuéi u obzir slu¢ajnu varijablu X zajedno s njenom funkcijom gustoce vjerojatnosti, bilo
bi izuzetno korisno kada bismo mogli sazeti bitna svojstva vjerojatnosti pomocu odredenih
prikladno definiranih mjera. Jedna takva mjera je E(X), o¢ekivana vjerojatnost X. Medutim, dok
E(X) daje tezinski prosjek mogucih vrijednosti X, ne govori niSta o rasprSenosti tih vrijednosti.
Varijanca predstavlja mjeru raznolikosti, odnosno rasprSenosti vrijednosti sluc¢ajne varijable
oko njene ocekivane vrijednosti (srednje vrijednosti). U kontekstu slu¢ajnih varijabli varijanca

predstavlja odstupanje od ocekivane vrijednosti slucajne varijable.

Neka je X diskretna slucajna varijabla s vrijednostima u skupu D 1 funkcijom gustoce

vjerojatnosti p(x), tada varijancu oznacavamo s VAR(X) i definira se kao:
VAR(X) = Zxep(x — E(X))?* * p(x) = E[(X — E(X))?].
Mozemo koristiti i drugu formulu, [1]:

VAR(X) = E[X?] — (E[X]).

2.6. STANDARDNA DEVIJACIJA
Standardna devijacija je, slicno kao 1 varijanca, mjera rasprSenosti za distribuciju slucajne

varijable koja odreduje stupanj u kojem se vrijednosti razlikuju od oc¢ekivane.

Standardna devijacija sluc¢ajne varijable X oznacava se ¢ ili 6X. Standardna devijacija definira

se kao pozitivni kvadratni korijen iz varijance, tj vrijedi
VAR(X) = o?.
Vazno je za razumjeti interpretaciju standardne devijacije.

e Mala standardna devijacija znaci da je distribucija slucajne varijable usko koncentrirana
oko srednje vrijednosti tj ocekivanja.
e Velika standardna devijacija znac¢i da je distribucija raSirena, te imamo vrijednosti

slucajne varijable s relativno velikom vjerojatnosti koje su dosta udaljene od ocekivanja,

[3].



3. BERNOULLIJEVA DISTRIBUCIJA

3.1. DEFINICIJA

Bernoullijeva distribucija je najjednostavnija vrsta distribucije diskretne slucajne varijable.
Predstavlja diskretnu slucajnu distribuciju vjerojatnosti sluc¢ajne varijable X koja ima samo dva

moguca ishoda, a to su:

e Neuspjeh (oznaka 0) koji se prikazuje vjerojatnoséu (1 — p),

e Uspjeh (oznaka 1) koja se prikazuje vjerojatnoscu p.

Drugim rijeima, moze se smatrati modelom za skup moguéih ishoda eksperimenta koji

postavlja pitanje da-ne. Neki primjeri Bernoullijeve distribucije ukljucuju:

e Polazete ispit gdje je moguénost ili prolaz (X=1) ili pad (X=0),
e Bacate nov¢i¢ gdje ishod moze biti ili glava ili pismo,

¢ Dijete je rodeno, spol moze biti ili musko ili Zensko.

Funkcija gustoce vjerojatnosti Bernoullijeve slucajne varijable poprima samo dvije nenegativne

vrijednosti:
P(X=1)=p,
PX=0)=1-p,
gdjejep, 0 < p < 1, vjerojatnost da je pokus ,,uspjesan®, [4].
Ocekivana vrijednost Bernoullijeve sluc¢ajne varijable iznosi

E[X]=1*P{X=1}+0*P{X =0} =p.

To znadi da je ocekivanje Bernoullijeve slu€ajne varijable vjerojatnost da slucajna varijabla

bude jednaka 1.
Varijanca Bernoullijeve distribucije jednaka je:
VAR(X) = pq = p(1 —p).

Primarna svrha Bernoullijeve distribucije je da sluzi kao matematicki model za eksperimente,
dogadaje i1 procese koji imaju to¢no dva razlicita ishoda. Ukratko, Bernoullijeva distribucija

daje nam jednostavan, ali mocan alat za razumijevanje binarnih ishoda. Dodjeljivanjem



vjerojatnosti ishodima Bernoullijeva distribucija pomaze u predvidanju nastanka dogadaja,
pruzajuéi kljuéne podatke za donoSenje odluka u znanosti, poslovanju i svakodnevnom Zivotu.

Razumijevanje principa ove distribucije predstavlja osnovu za primjenu u stvarnim situacijama.

3.2. PRIMJERI
PRIMJER 1

Testiramo Zarulju novog proizvodaca. Radi li ova zarulja? Odgovor moze biti ili da (uspjeh) ili
ne (neuspjeh). Ako je vjerojatnost da zarulja radi 0,8, znamo da je vjerojatnost kvara 1-0,8=0,2.

Izracunat ¢emo varijancu i ocekivanu vrijednost.
Ocekivanje:

E[X]=1+P{X=1}+0+*P{X=0}=p =08
Varijanca:

VAR(X) =pq=p(1-p)=08(1-08) =016

Na Slici 1. prikazan je graficki prikaz Bernoullijeve distribucije za p=0,8 :

Bernoullijeva distribucija za p=0,8
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4

Vjerojatnost

0,3
0,2
0,1

Uspjeh Neuspjeh

Slika 1. Graficki prikaz Bernoullijeve distribucije za p=0,8



PRIMJER 2

Nogometa$ izvede 7 neovisnih slobodnih udarca, s vjerojatnos¢u 0,65 da postigne gol pri

svakom udarcu. Odredite:

a) Broj pokusa,
b) Vjerojatnost da ne postigne gol pri svakom udarcu,

c) Ocekivanu vrijednost i varijancu.
RIJESENJE

a) Broj pokusa odgovara broju neovisnih slobodnih udarca, u ovom slucaju 7.
b) Vjerojatnost neuspjehje 1 —p =1- 0,65 = 0,35.

c) Ocekivanje i varijanca iznose redom:
E[X] =p = 0,65,

VAR(X) = p(1 — p) = 0,65(1 — 0,65) = 0,2275.

Graficki prikaz Bernoullijeve distribucije za p=0,65 prikazan je na Slici 2.

Bernoullijeva distribucija za p=0,65

Vjerojatnost
o o o o 9o ©
N w S (93] (o)} ~

o
il

o

Uspjeh Neuspjeh

Slika 2. Graficki prikaz Bernoullijeve distribucije za p=0,65



4. BINOMNA DISTRIBUCIJA

4.1. DEFINICIJA

Binomna distribucija pojavljuje se kada postoji vise eksperimenata koji to¢no ili priblizno

odgovaraju sljede¢im zahtjevima.

e Eksperiment se sastoji od » manjih eksperimenata, koji se nazivaju pokusi, gdje je broj
pokusa n odreden prije pocetka eksperimenta.

e Svaki pokusaj moze rezultirati jednim od dva moguéa ishoda, koje opcenito
oznaCavamo uspjehom (S) ili neuspjehom (F). To znaci da je svaki pokuSaj jedna
Bernoullijeva slucajna varijabla.

e Ispitivanja su neovisna, tako da ishod bilo kojeg pojedinog pokusaja ne utjece na ishod
bilo kojeg drugog pokusaja.

e Vjerojatnost uspjeha P(S) je konstanta iz pokuSaja u pokusaj, te tu vjerojatnost

ozna¢avamo sa p.

Ako eksperiment zadovoljava sva Cetiri zahtjeva tada taj eksperiment nazivamo binomni

eksperiment.

Pretpostavimo da treba izvesti n neovisnih pokusa, od kojih svaki rezultira ,,uspjehom* s
vjerojatnosc¢u p i ,,neuspjehom* s vjerojatnoséu 1 — p. Ako X predstavlja broj uspjeha koji
se pojavljuju u n pokusa, tada za X kazemo da je to slucajna binomna varijabla s

parametrima (1, p).
Oznaka: X~B(n,p).

Funkcija gustoce vjerojatnosti binomne slucajne varijable s parametrima » i p dana je

izrazom:
Px=0)=)pr'a-p"" i=01,..,n.
Tumacenje ¢lanova gornjeg izraza je sljedece:

J (’l‘) predstavlja binomni koeficijent, odnosno broj na¢ina na koji se moze odabrati i
uspjeha iz n pokusa,

e p predstavlja vjerojatnost uspjeha u svakom pokusu,

e (1 —p) je vjerojatnost neuspjeha u svakom pokusu,

e [ je brojuspjeha u n pokusa, [2].



Funkcija distribucije vjerojatnosti binomne slucajne varijable s parametrima n i p dana je

1zrazom:

P(X <x) =Y ,P(X =0).

Budu¢i da binomna slucajna varijabla X, s parametrima n i p, predstavlja broj uspjeha u »
neovisnih pokusa, od kojih svaki ima vjerojatnost uspjeha p, mozemo X predstaviti na sljedeci

nacin:
X = Z?:lxi’
gdje je :

¥ = {1 ako i u pokusu predstavlja uspjeh
;=

0 ako je neuspjeh

Kako su X; = 1, ..., n neovisne Bernoullijeve slu¢ajne varijable, imamo:
ElX;J=PX;=1}=p
VAR(X;) = E[X?] - p®

i

=p(1-p).

Posljednja jednakost slijedi X? = X; pa je stoga E[X?] = E[X;] = p.

Koriste¢i formulu iznad moZemo izracunati o¢ekivanje i varijancu od X:

E[X] = ZE[XJ

n
i=1

=np,

VAR(X) = Y VAR(X;) posto su X;

=np(1 —p).
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Ako su X; i X, neovisne binomne sluc¢ajne varijable s odgovaraju¢im parametrima (nq,p) i
(n,,p) tada je i njihova suma binomna sa parametrima (n, + n,,p). Budu¢i da X;,i = 1,2,
predstavlja broj uspjeha u n; neovisnih pokusa, pri ¢emu je vjerojatnost uspjeha p, suma X; +
X, predstavlja broj uspjeha u n; + n, neovisnih pokusa, pri ¢emu je vjerojatnost uspjeha

takoder p.

4.2. PRIMJERI

Za izracun 1 graficki prikaz binomne distribucije navedenih primjera koriSten je program

Microsoft Excel. U Microsoft Excelu binomnu distribuciju racunamo pomocu funkcije
BINOM. DIST (i, n, p, FALSE)

S$to nam predstavlja funkciju gustoce vjerojatnosti, dok nam funkcija
BINOM. DIST(i,n, p, TRUE)

predstavlja racunanje funkcije distribucije vjerojatnosti.
PRIMJER 1

Jedna telefonska kompanija izvjeStava da moze rijesiti probleme svojih korisnika istog dana

kada su oni prijavljeni u 60% slucajeva. Pretpostavimo da je danas prijavljeno 15 kvarova.

a) Kolika je vjerojatnost da ¢e 9 problema biti rijeSeno danas?
b) Kolika je vjerojatnost da ¢e 9 ili 10 problema biti rijeSeno danas?
c) Kolika je vjerojatnost da ¢e najviSe 8 problema biti rijeSeno danas?

d) Kolika je vjerojatnost da ¢e vise od 10 problema biti rijeSeno danas?
RIJESENJE:
a) Parametri binomne distribucijesun = 15ip = 0,60

Koristimo formulu za funkciju gustoce vjerojatnosti
ny .
— N — i __.\n—1
PX =1)= (i)P 1=p)".
Za i = 9 dobijemo

gy (1P 91 — 15-9 _
P(X=9) = 9 0,60°(1 - 0,60) = 0,2066

11



U Excelu ra¢unamo pomocu funkcije BINOM.DIST :
= BINOM.DIST(9,15,0,60, FALSE) = 0,2066.

Sto znaci da je vjerojatnost da ée 9 problema biti rijeSeno danas jednaka 0,2066, odnosno

20,66%.
b)

P(9ili10) =P(X=9)+ P(X = 10)
15 15
= ( 9 ) 0,60°(1 —0,60)*>7° + (10> 0601°(1 — 0,60)15-10

= 0,3925.
U Excelu ra¢unamo:
= BINOM.DIST(9,15,0,60, FALSE) + BINOM.DIST(10,15,0,60, FALSE) = 0,3925

Sto znadi da je vjerojatnost da ée 9 ili 10 problema biti rijeSeno danas jednaka 0,3925,

odnosno 39,25%.
c)
P(x<8)=P0)+P(1)+P2)+PB)+PMA)+P(B)+P(6)+P(7)+P(8)
= 0,3902.
U Excelu ratunamo:
= BINOM. DIST(8,15,0,60, TRUE) = 0,3902.

Sto znaci da je vjerojatnost da je vjerojatnost da ¢ée najvise 8 problema biti rijeseno danas

jednaka 0,3902, odnosno 39,02%.

Rezultati dobiveni u Excelu za funkciju gustoée vjerojatnosti p(x) i funkciju distribucije

vjerojatnosti F(X) prikazani su u Tablici 1.
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d)

p(x)

F(X)

1,07374E-06

1,07374E-06

2,41592E-05

2,52329E-05

0,000253672

0,000278904

0,001648865

0,001927769

0,007419892

0,009347661

0,024485642

0,033833303

0,061214105

0,095047408

0,118055774

0,213103183

0,177083662

0,390186844

O (0N |o |01 | W |-k |O

0,206597605

0,59678445

=
o

0,185937845

0,782722294

[E=Y
[E=Y

0,126775803

0,909498098

[EEN
N

0,063387902

0,972885999

[ERN
w

0,021941966

0,994827965

14

0,00470185

0,999529815

15

0,000470185

1

Tablica 1. Dobivene vrijednosti p(x) i F(x)

P(x>10)=1—P(X <10) =1—0,7827 = 0,2173

U Excelu ra¢unamo na sljedeci nacin:

Vjerojatnost da ¢e vise od 10 problema biti rijeSeno jednaka je 0,2173, odnosno 21,73%.

=1—-BINOM.DIST(10,15,0,60, TRUE) = 0,2173

Na Slici 3. prikazan je graf funkcije gustoce vjerojatnosti p(x) za primjer 1:

Vjerojatnosti

0,25

0,2

0,15

0,1

0,05

Funkcija gustoce vjerojatnosti p(x)

-
7

8 9

10 11
X

Slika 3. Funkcija gustoce vjerojatnosti p(x)

13

12

13

14

15



Na Slici 4. prikazan je graf funkcije distribucije vjerojatnosti F(x) za primjer 1:

14 15

Funkcija distribucije vjerojatnosti F(X)

12 13

10 11
Poznato je da neki lijek uzrokuje negativne nuspojave kod 3 od svakih 100 pacijenata.

1,2

Vjerojatnost
o o o
B~ [e)] [o0] =

o
N}

6 7 8 9

o 1 2 3 4 5

Slika 4. Funkcija distribucije vjerojatnosti F(x)

PRIMJER 2

Promatramo 5 osoba koje su koristile lijek. Koja je vjerojatnost sljede¢ih dogadaja?

a) Niti jedan od pet pacijenata nije imao nuspojave.
b) Najmanje dvoje pacijenata je imao nuspojave.
c) Koliki je oc¢ekivani broj pacijenata koji ¢e imati nuspojave ako nasumi¢no odaberemo

100 pacijenata?

RIJESENIJE:

a)

p(x=0)=(5

0) 0,03°(0,97)5°°% = 0,8687

U Excelu raunamo pomocu funkcije BINOM.DIST:
= BINOM.DIST(0,5,0,03, FALSE) = 0,8687

Vjerojatnost da niti jedan od pacijenata nije imao nuspojave jednaka je 0,8687, odnosno
86,87%.
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b)
PX=22)=1-PX<2)=1-[PX=0)+PX =1)]
=1- [(i) 0,03° ( 0,97)>7° + (i) 0,031 « 0,975‘1] = 0,0085
U Excelu ra¢unamo:
=1—-BINOM.DIST(0,5,0,03, TRUE) = 0,0085

Vjerojatnost da je najmanje dvoje pacijenata imalo nuspojave jednaka je 0,0085, odnosno
0,85%.

c) Sada promatramo 100 pacijenata pa je n = 100, a p je 1 dalje 0,03. Koristimo formulu

za ocekivanje:

E(X) =np = 100 % 0,03 = 3

Slika 5. 1 Slika 6. predstavljaju graficki prikaz funkcije gustoée vjerojatnosti p(x) i funkcije

distribucije vjerojatnosti F(x) za primjer 2:

Funkcija gustoce vjerojatnosti p(x)
0,25

0,2

0,15
0,1
0,0 I
0 I I . -
0 1 2 3 4 5 6 7

8 9 10

Vjerojatnost

(93]

X

Slika 5.. Funkcija gustoce vjerojatnosti p(x)
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vjerojatnost

1,2

oo

01

01

[&)]

0,

S

N

0,

0

Funkcija distribucije vjerojatnosti F(x)

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X

Slika 6. Funkcija distribucije vjerojatnosti F(x)
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5. POISSONOVA DISTRIBUCIJA
5.1. DEFINICIJA

Poissonova slu¢ajna varijabla je poseban tip diskretne slucajne varijable. Daje vjerojatnost da
¢e se dogadaj dogoditi odredeni broj puta unutar zadanog intervala. Poissonova distribucija se
primjenjuje na dogadaje koji se mogu dogoditi veliki broj puta, ali je svaki od tih dogadaja
relativno rijedak. Poissonova slucajna varijabla postize skup vrijednosti koji je beskonacan, ali

prebrojiv.
Oznaka Poissonove varijable: X~P(A).

Za diskretnu slucajnu varijablu X, koja poprima jednu od vrijednosti 0,1,2,3, ... kaZe se da je
Poissonova slucajna varijabla s parametrom A, A > 0. Taj parametar predstavlja o¢ekivani broj

dogadaja u promatranom intervalu. Njena funkcija gustoée vjerojatnosti dana je izrazom:

i

A
P{X=1i}= e—lF i=012,..
Simbol e predstavlja konstantu vrijednosti priblizno jednake 2,7183. To je poznata konstanta u
matematici, imenovana po Svicarskom matematicaru L. Euleru, [2].

Funkcija distribucije vjerojatnosti prikazana je formulom:

P(X < x) = ZP(X — ).
i=0

Ocekivanje 1 varijancu Poissonove slucajne varijable su jednaki 1 iznose
E(X) =VAR(X) = A.
Standardna devijacija Poissonove distribucije ra¢una se izrazom
o =VA

Poissonova slucajna varijabla ima $irok raspon primjena u raznim podrucjima zato §to se moze
koristiti kao aproksimacija binomne slu¢ajne varijable s parametrima (n, p) kada je n veliki, a
p mali. Da bismo to vidjeli pretpostavimo da je X binomna slu¢ajna varijabla s parametrima
(n,p) ineka je A = np. Tada je

P(X=i)= e"‘l%—l.

i!
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Drugim rije¢ima, ako se provodi n neovisnih pokusa, od kojih svaki rezultira ,,uspjehom* s
vjerojatnoséu p, tada kada je n veliki, a p mali broj uspjeha koji se dogodi priblizno slijedi

Poissonovu slu¢ajnu varijablu sa srednjom vrijednos¢u A = np.
Ovu aproksimaciju mozemo koristiti u praksi kada je n > 50, anp < 5.
Neki primjeri slucajnih varijabli koji obi¢no slijede Poissonov zakon vjerojatnosti:

e Broj pogresno biranih telefonskih brojeva u jednom danu,
¢ Broj kupaca koji ulaze u postanski ured odredenog dana,
e Broj a- Cestica otpustenih u nekom odredenom vremenskom periodu iz radioaktivne

Cestice, [5].

Primjeri u kojima se radi o binomnoj distribuciji koju aproksimiramo Poissonovom: broj
tiskarskih pogresaka na strnici knjige i broj ljudi koji dozive 100 godina u zajednici.
Poissonova distribucija vizualno se moze prikazati koriste¢i graf funkcije gustoce vjerojatnosti.

Najvjerojatniji broj dogadaja prikazan je vrhom distribucije - modom.

e Kada A nije cijeli broj, mod je najblizi cijeli broj od A.
e Kada je A cijeli broj, postoje dva moda A i A-1.

Poissonova distribucija koristi se za modeliranje pojave rijetkih dogadaja unutar fiksnog
intervala uz konstantu prosje¢ne brzine pojavljivanja i uz pretpostavku da se svaki dogadaj
odvija neovisno. Poissonova distribucija ima sposobnost predvidanja vjerojatnosti zadanog
broja dogadaja, na temelju poznate prosjecne stope. To ju €ini vrijednom u Sirokom rasponu

primjena od analize protoka prometa do procjene rizika u financijama.

5.2. PRIMJERI

Primjere smo rjesavali u programu Microsoft Excel pomoc¢u funkcije
POISSON.DIST(n, A, FALSE)
gdje nam FALSE ukazuje na to da je rije¢ o funkciji gustoce vjerojatnosti, te pomocu funkcije

POISSON.DIST (n, A, TRUE)
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gdje nam TRUE ukazuje na to da je rije¢ o kumulativnoj funkciji, odnosno funkciji distribucije

vjerojatnosti.
PRIMJER 1
U banku u jednom danu u prosjeku ude 5 osoba u vremenskom periodu od 10 minuta.

a) Koja je vjerojatnost da ¢e u 10 minuta to¢no tri osobe uci u banku?
b) Koja je vjerojatnost da ¢e u banku uéi tocno tri osobe u 20 minuta?
c) Koja je vjerojatnost da ¢e najvise tri osobe uci u banku u 20 minuta?

d) Koja je vjerojatnost da ¢e vise od tri osobe u¢i u banku u 20 minuta?
RIJESENJE

a) Koristimo formulu za funkciju gusto¢e Poissonove slu¢ajne varijable

i

A
PX=x)= e"lﬁ.

Kada promatramo vremenski period od 10 minuta vrijedi A = 5.

-5e3

e
P(X = 3) = ——=0,1404

U Excelu ovaj primjer ra¢unamo preko funkcije POISSON.DIST na sljede¢i nacin:
= POISSON.DIST (3,5, FALSE) = 0,1404

Vjerojatnost da ¢e u 10 minuta u banku u¢i to¢no tri osobe jednaka je 0,1404, odnosno 14,04%.
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Slika 7. prikazuje graficki prikaz funkcije gustoce vjerojatnosti Poissonove distribucije kada
jeA=5

Funkcija gustoce vjerojatnosti kada je A=5

0,2
0,18
0,16

0,14
0,12

0,1
0,08
0,06
0,04
0,02 I I

0 || I || -
0

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Vjerojatnost

x

Slika 7. Funkcija gustoce vjerojatnosti Poissonove distribucije kada je 2=5

Slika 8. je graficki prikaz funkcije distribucije vjerojatnosti Poissonove distribucije kada je A=5

Funkcija distribucije vjerojtnosti kada je A=5

3 45

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
X

1,2

Vjerojatnost
o o o o
N > ()] [o0] =

o

Slika 8. Funkcija distribucije vjerojatnosti Poissonove distribucije kada je A=5
b) Kada promatramo vremenski period od 20 minuta, parametar A je dvostruko vecéi nego
u a) dijelu zadatka.
-10 10 3

P(X =3) = ———=0,0076

U Excelu:
= POISSON.DIST(3,10, FALSE) = 0,0076
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Vjerojatnost da ¢e u banku uci to¢no tri osobe u vremenskom intervalu od 20 minuta jednaka

je 0,0076, odnosno 0,76%.

Slika 9. prikazuje graf funkcije gustoée vjerojatnosti Poissonove distribucije kad je A = 10

Funkcija gustoce vjerojatnosti kada je A= 10
0,14

0,12

0,1
0,0
0,0
0,0
0,0 I I
0 al Ill._
1 2 3 4 5

0 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

X

vjerojatnost
[e)] [}

B

N

Slika 9. Funkcija gustoce vjerojatnosti Poissonove distribucije kada je A = 10

Slika 10. je graficki prikaz funkcije distribucije vjerojatnosti Poissonove distribucije kada je
A=10

Funkcija distribucije vjerojatnosti kada je A=10
1,2

0 .IIII||||“||||“

01 2 3 4 5 6 7 8 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

X

Vjerojatnost
o o o
Y )] [o0] =

o
)

Slika 10. Funkcija distribucije vjerojatnosti Poissonove distribucije kada je A=10
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P(X<3)=P0O)+P(1Q)+P(2)+P3)

e 1010° 710101 710102 710103
0! * 1! * 2! * 3!

10 1 10 10% 103 _
=e a+j+7+? = 0,0103

U Excelu:
= POISSON.DIST(3,10,TRUE) = 0,0103

Vjerojatnost da ¢e najviSe tri osobe u¢i u banku u vremenskom intervalu od 20 minuta jednaka

je 0,0103, odnosno 1,03%.
d)
P(X>3)=1-P(X<3)
=1-0,0103 = 0,9897
U Excelu:
=1—POISSON.DIST(3,10,TRUE) = 0,9897

Vjerojatnost da ¢e vise od tri osobe u¢i u banku i vremenskom intervalu od 20 minuta jednaka

je 0,9897, odnosno 98,97%.
PRIMJER 2

Ako je vjerojatnost loSe reakcije na lijek 0,002, odredite Sansu da ¢e od 1000 osoba viSe od 3

imati loSu reakciju.
RIJESENJE

Ovdje se radi o binomnoj slu¢ajnoj varijabli s parametrima n = 1000 i p = 0,002. Ako

bismo racunali direktno A =np = 2

PX>3)=1—-{P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+P(X =3)}
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— — — -2
PX=1)= 1 2e
2%e7?
— — — -2
PX=2)= T 2e
238_2
P(X=3)= T 1,33e72

_ 5 20 2 4 8
PX>3)=1-—¢ *(E+F+§+§

=1-0,8571 =0,1429
U Excelu ra¢unamo:
=1— POISSON.DIST(3,2,TRUE) = 0,1429

Sto zna¢i da je vjerojatnost da éevise od troje ljudi imati losu reakciju na lijek jednaka 0,1429,

odnosno 14,29%.

Slika 11. predstavlja graficki prikaz funkcije gustoce vjerojatnosti Poissonove distribucije kada

jeA=2

Funkcija gustoce vjerojtnosti
0,3

0,25
0,2
0,15
0,1
0,05 I
. 1.
0 1 2 3 4 5 6

Slika 11. Funkcija gustoce vjerojatnosti Poissonova distribucija kada je 1=2

Vjerojatnost

7 8 9 10 11 12 13 14
X
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Slika 12. predstavlja graficki prikaz funkcije distribucije vjerojatnosti Poissonove distribucije
kada je A=2

Funkcija distribucije vjerojatnosti

10 11 12 13 14 15 16

1,2

[ERN

01

o)

0

o

vjerojatnost

0

S

0

N

o

Slika 12. Funkcija distribucije vjerojatnosti Poissonove distribucije kada je /=2
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6. NEGATIVNA BINOMNA DISTRIBUCIJA

6.1. DEFINICIJA

U teoriji vjerojatnosti i statistici, negativna binomna distribucija je diskretna distribucija
vjerojatnosti koja modelira broj neuspjeha u nizu neovisnih i identicno raspodijeljenih
Bernoulijevih pokuSaja prije nego §to se dogodi odredeni (unaprijed zadan) broj uspjeha,
oznaCen kao r. Negativna binomna distribucija je distribucija broja pokuSaja potrebnih za
postizanje r-tog uspjeha. Negativna binomna distribucija je gotovo identicna binomnoj
distribuciji s jednom razlikom: u binomnoj distribuciji imamo fiksan broj pokusaja, dok u

negativnoj binomnoj distribuciji imamo fiksan broj uspjeha, [6].
Oznaka negativne binomne distribucije:

X~NB(r,p).

Smatra se da slucajna varijabla X slijedi negativnu binomnu distribuciju ako je njena funkcija

gustoce vjerojatnosti prikazana izrazom:

k+r—1

flarm =P == " )a-p4n

gdje je r broj uspjeha, k broj neuspjeha, a p vjerojatnost uspjeha svakog pokusaja. Od k +r
dogadaja znamo da je zadnji dogadaj uspjeh. Stoga u binomnom koeficjentu promatramo k +

r — 1 dogadaj.
Ocekivanje negativne binomne distribucije prikazano je izrazom:

E(X) = r(l— p).
14

Varijancu negativne binomne distribucije prikazujemo izrazom:

r(l- p)_

V(X) = ——
p

Negativnu binomnu distribucije mozemo primijeniti u razli¢itim aspektima poslovne statistike

kao Sto su: upravljanje projektima, kontrola kvalitete, sluzbe za korisnike 1 drugi.
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6.2. PRIMJERI

Primjeri su radeni u programu Microsoft Excel pomocu funkcije
NEGBINOM. DIST (k,r,p, FALSE)
gdje FALSE ukazuje na to da je rijec o funkcije gustoée vjerojatnosti.

PRIMJER 1

Emanuel se natjece u Sahovskom turniru, gdje je njegova vjerojatnost pobjede jednaka 0,55.

Nadite vjerojatnost da pobjeduje Cetvrti put u svojoj sedmoj igri.
RIJESENJE

X~NB(4,0.55)

P(X=7) = (2) (0,55)*(0,45)% = 0,1668
U Excelu ra¢unamo:
= NEGBINOM.DIST(3,4,0,55, FALSE) = 0,1668
Vjerojatnost da pobjeduje Cetvrti put u svojoj sedmoj igri jednaka je 0,1668, odnosno 16,68%,
Slika 13. je prikaz funkcije gustoce vjerojatnosti negativne binomne distribucije gdje je 7=4, a

p=0,55.

Funkcija gustoce vjerojatnosti

0,2
0,18
0,16
_ 014
3
€ 0,12
® 01
2
0,08
= 0,06
0,04
0,02 I I
0 B =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X

Slika 13. Funkcija gustoce vjerojatnosti negativne binomne distribucije gdje je r=4, a p=0,55
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PRIMIJER 2
Vjerojatnost da se rodi djecak je 0,5. Par zeli imati djecu sve dok ne dobiju dvije djevojcice u
obitelji.

a) Napisite funkciju gustoce vjerojatnosti slucajne varijable X, gdje X predstavlja broj
djecaka prije nego Sto obitelj dobije dvije djevojcice.

b) Koja je vjerojatnost da obitelj ima cetvero djece?

c) Koja je vjerojatnost da obitelj ima najvise cetvero djece?

d) Koliki je ofekivani broj djecaka koje ¢e ova obitelj imati?

e) Koliki je o€ekivani broj djece koju ¢e ova obitelj imati?
RIJESENJE

a)
X~NB(2,0.5)

Funkcija gustoce raspodjele dana je izrazom:

x+2-1
P(X =x)= ( . )(0,5)2(0,5)x x=01.23,..

= (TN 0sros)

Slika 14. prikazuje negativnu binomnu distribuciju gdje j r=2, a p=0,5.

Funkcija gustoce vjerojatnosti kada je r=2, p=0,5

0,3
0,25
0,2
X 0,15
o
0,1
0,05 I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Slika 14. Graficki prikaz funkcije gustoce vjerojatnosti negativne binomne distribucije gdje je r=2, a p=0,5
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b) Ako obitelj ima Cetvero djece uz pretpostavku da imaju dvije djevojcCice, zakljucujemo da imaju

i dva djecaka.
3
PX=2)= (2) (0,5)2(0,5)? = 0,1875

Vjerojatnost da obitelj ima Cetvero djece jednaka je 0,1875, odnosno 18,75%.

c) Ako obitelj ima manje ili jednako od Cetvero djece, uz pretpostavku da imaju dvije djevojcice,

mogu imati 0, 1 ili 2

2
PX<2)= ) P =2)
x=0

= p(0) + p(1) + p(2) = 0,25 + 0,25 + 0,1875 = 0,6875

Vjerojatnost da obitelj ima najvise cetvero djece jednaka je 0,6875, odnosno 68,75%.

d)
r(1—
Ey =L =P)
p
_2*0,5_2
=05 =

Ocekivani broj djeCaka koje ¢e ova obitelj imati je 2.

e)
EX+2)=EX)+2=2+4+2=4

Ocekivani broj djece koje ¢e ova obitelj imati je 4.
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7. GEOMETRIJSKA DISTRIBUCIJA

7.1. DEFINICIJA

Geometrijska distribucija moze se definirati kao diskretna distribucija vjerojatnosti koja
predstavlja vjerojatnost broja uzastopnih neuspjeha prije nego Sto se postigne uspjeh u
Bernoullijevom pokusu. Drugim rije¢ima, u geometrijskoj distribuciji, Bernoullijev pokus se

ponavlja dok se ne postigne uspjeh, a zatim se zaustavlja.
Geometrijska distribucija se temelji na tri vazne pretpostavke.

e Ispitivanja koja se provode su neovisna.
e Postoje samo dva ishoda svakog moguceg pokusaja- uspjeh ili neuspjeh.

e Vjerojatnost uspjeha, oznacena s p, ista je za svaki pokusaj, [7].
Funkcija gustoce vjerojatnosti geometrijske distribucije prikazana je izrazom:

PX=k)=1-p)'p,

gdje je k broj pokusaja k = 1,2,3, ..., a p je vjerojatnost uspjeha pokusaja.
Funkcija distribucije vjerojatnosti negativne binomne distribucije prikazana je izrazom:
F(x)=1—-(1-p)**L

Ocekivana vrijednost geometrijske distribucije slu€ajne varijable X:
E(X) = !
>
Varijanca geometrijske distribucije slu¢ajne varijable X:

1-p
p?

V(X) =

7.2. PRIMJERI

PRIMJER 1

Ako kosarkas ima 70% Sanse da uspjeSno izvede slobodno bacanje, kolika je vjerojatnost da

mu trebaju tocno tri pokusaja da izvede svoje prvo uspjesno slobodno bacanje?
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RIJESENJE

U primjeru vrijedi p = 0,70,k = 3. Koristimo formulu za funkciju gusto¢e vjerojatnosti

geometrijske slucajne varijable.
PX=k)=01-p'p
P(X=3)=(1-10,70)3"1%0,70 = 0,0630

Vjerojatnost da ¢e koSarkasSu trebati to€no tri pokuSaja da izvede svoje prvo uspjesno slobodno

bacanje jednaka je 0,0630, odnosno 6,30%.

Slika 15. prikazuje graficki prikaz funkcije gustoce vjerojatnosti geometrijske distribucije kada

je p=0,70

Funkcija gustoce vjerojatnosti geometrijske
distribucije

Slika 15. Funkcija gustoce vjerojatnosti geometrijske distribucije kada je p=0,70
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Slika 16. predstavlja graficki prikaz funkcije distribucije vjerojatnosti geometrijske distribucije
kada je p=0,70

Funkcija distribucije vjerojatnosti geometrijske
distribucije
1,2

0,8
0,6
0,4
0,2
0

0 1 2 3

X

vjerojatnost

Slika 16. Funkcija distribucije vjerojatnosti geometrijske distribucije kada je p=0,7

PRIMJER 2

Softverska tvrtka objavljuje novu verziju svoje aplikacije. Kod ¢ak 20% korisnika nadogradnja
ne prode bet problema. Koja je vjerojatnost da ¢e peti korisnik koji pokusa izvrsiti nadogradnju

biti prvi koji je imao problema pri nadogradnji?

RIJESENJE

PX=k)=1-p)p
P(X =5)=(1-0,20)>"1%0,20
P(X =5) =0,0819

Vjerojatnost da ¢e peti korisnik koji pokusa izvrSiti nadogradnju biti prvi koji je imao problema

pri nadogradnji jednaka je 0,0819, odnosno 8,19%.
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Slika 17. je graficki prikaz funkcije gustoce vjerojatnosti geometrijske distribucije gdje je
p=0,2

Funkcija gustoce vjerojatnosti geometrijske
distribucije
0,25

0,2

0,15

0,1
0
0 1 2 3 4 5

X

Vjerojatnost

(93]

Slika 17. Funkcija gustoce vjerojatnosti geometrijske distribucije gdje je p=0,2

Slika 18. prikazuje funkciju distribucije vjerojatnosti geometrijske distribucije kada je p=0,2

Funkcija distribucije vjerojatnosti geometrijske
distribucije

0 1 2 3 4 5

X

Vjerojatnost
L o0 0 0 0 o 9
N W b U1 OO N

o
o

Slika 18. Funkcija distribucije vjerojatnosti geometrijske distribucije kada je p=0,2
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8. HIPERGEOMETRIJSKA DISTRIBUCIJA

8.1. DEFINICIJA

Hipergeometrijska distribucija je diskretna distribucija vjerojatnosti koja opisuje vjerojatnost
da se postigne k uspjeha u n izvlacenja, bez vradanja, iz kona¢ne populacijske veli¢ine N koja

sadrzi to¢no K objekata koji se smatraju uspjehom. Svako izvlacenje je ili uspjeh ili neuspjeh.
Hipergeometrijsku distribuciju karakteriziraju sljede¢a svojstva.

e Rezultat svakog izvlaCenja moze se klasificirati u jednu od dvije medusobno iskljucive
kategorije (zaposlen/nezaposlen, proSao/ nije prosao).
e Vjerojatnost uspjeha mijenja se svakim izvlacenjem, jer svako izvlacenje smanjuje

populaciju, [8].
Oznaka: X~Hipergeometrijska(N, K,n).

Slu€ajna varijabla slijedi hipergeometrijsku distribuciju ako njena funkcija gustoce

vjerojatnosti glasi:

(G

G)

gdje je N veli¢ina populacije, K je broj uspjesnih stanja u populaciji, n je broj izvlacenja, k je

pyk =Pr(X =k) =

broj opazenih uspjeha i (g) binomni koeficjent.

Ocekivanje je prikazano izrazom:

E(X) ="

Varijanca je prikazana izrazom:

nk(n—k)*(N—n)

VAR(X) = =505

8.2. PRIMJERI

Primjeri su rijeSavani u Microsof Excelu pomocu funkcije
HYPGEOM.DIST (k,n,K,N,FALSE)

Gdje se FALSE koristi za funkciju gustoce vjerojatnosti, odnosno
HYPGEOM.DIST (k,n,K,N,TRUE)
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Za funkciju distribucije vjerojatnosti.
PRIMJER 1

Proizvodni pogon proizvodi seriju od 30 elektronickih komponenti, od kojih se o¢ekuje da ¢e
10% biti neispravno. Inspektor odabire 8 komponenti za testiranje. Kolika je vjerojatnost da su

2 od 8 komponenti neispravne?
RIJESENJE

Ukupni broj komponenti N = 30. Promatramo 8 komponenti pa je n = 8. S obzirom da nas

zanimaju dvije od osam komponenti raCunamo

()i
P(X) = ~konoks
()
(;)(380_—23
P(2) =-2827
(%)
)
P(2) =
(%)
_3%296010 _ 01517
© 5852925

U Excelu ra¢unamo:
= HYPGEOM.DIST(2,8,3,30, FALSE) = 0,1517

Vjerojatnost da su dvije od osam komponenata neispravne jednaka je 0,1517, odnosno 15,17%.
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Slika 19. predstavlja graficki prikaz funkcije gusto¢e vjerojatnosti hipergeometrijske

distribucije kada je k=2, n=8, K=3 i N=30.

Funkcija gustoce vjerojatnosti hipergeometrijske
distribucije
0,5
0,45

0,35
0,25
> 0,15
0,05 l
0
0 1 2

k

Vjerojatnost
S Ve woe
N w Y

o
=

Slika 19. Funkcija gustoce vjerojatnosti hipergeometrijske distribucije kada je k=2,n=8, K=3 i N=30

Slika 20. predstavlja graficki prikaz funkcije distribucije vjerojatnosti hipergeometrijske
distribucije kada je k=2, n=8, K=3 i N=30.

Funkcija distribucije vjerojtnosti
hipergeometrijske distribucije
1,2

0,8
0,6
0,4
.
0
0 1 2 3

k

vjerojatnost

Slika 20. Funkcija distribucije vjerojatnosti ipergeometrijske distribucije kada je k=2,n=8 K=3 i N=30
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9. ZAKLJUCAK

U ovom zavr$nom radu istrazene su diskretne slucajne varijable i njihove primjene u razli¢itim
podrucjima, s velikim naglaskom na njihovu Siroku primjenu u statistici i inzenjerstvu.
Analizom razliCitih distribucija, kao Sto su Bernoullijeva, binomna, Poissonova, negativna
binomna geometrijska te hipergeometrijska distribucija dobili smo uvid kako se te varijable

ponasaju te kako njihove teorijske fenomene mozemo primijeniti u stvarnim situacijama.

Bernoullijeva distribucija sluzi kao matemati¢ki model za eksperimente, dogadaje i procese koji
imaju to¢no dva razlicita ishoda. Binomna distribucija predstavlja slu¢ajan pokus, koji se sastoji
od n manjih pokusa istog tipa, gdje rezultat svakog pokusa moze biti uspjeh ili neuspjeh.
Mozemo reci da su to Bernoullijevi pokusi koji se ponavljaju n puta. Pogodna je za primjenu u
analizi kvalitete kada Zelimo provjeriti odredeni broj neispravnih stavki u seriji proizvoda ili u
medicinskim istrazivanjima za procjenu vjerojatnosti broja pacijenata koji ¢e reagirati na
odredeni tretman. Poissonova distribucija se koristi za modeliranje broja dogadaja u fiksnom
vremenskom ili prostornom intervalu kada su ti dogadaji rijetki i nezavisni. Pogodna je za
primjenu u epidemiologiji, astronomiji, geologiji te za procjenu defekata u proizvodnoj liniji ili
za procjenu kvarova na uredajima. Negativna binomna distribucija pogodna je za modeliranje
broja neuspjeha koju su potrebni za postizanje odredenog broja uspjeha u seriji. Moze se
koristiti za istrazivanje kvalitete u proizvodnji, za klinicka ispitivanja i marketing kompanije.
Geometrijska distribucija se koristi u situacijama kada Zelimo saznati koliko pokuSaja
(neuspjeha) je potrebno do prvog uspjeha. Mozemo ju koristiti za analizu kvalitete kada Zelimo
znati koliko dijelova trebamo pregledati dok ne naidemo na prvi neispravan. Pogodna je 1 za
primjenu u korisnickim sluzbama te testiranju pouzdanosti. Hipergeometrijska distribucija
pogodna je za analizu u situacijama u kojima imamo uzorak iz ograni¢ene populacije, bez

vrac¢anja uzorka. MoZe se koristiti u epidemiologiji, genetici te za uzorkovanje anketa.

Prakti¢na primjena distribucija prikazana je grafickim prikazima i konkretnim primjerima, $to

je omogucilo bolje razumijevanje i primjenu.

Zaklju¢no, razumijevanje i1 primjena diskretnih slucajnih varijabli i njihovih distribucija
omogucuje rjesavanje slozenih problema. Proucavanje diskretnih slu¢ajnih varijabli ne samo
da poboljsava nasu sposobnost predvidanja i analize ishoda, ve¢ podupire i slozenije statisticke
metode 1 procese donosenja odluka. Daljnja istrazivanja i razvoj ove oblasti mogu donijeti nove

uvide 1 poboljSati metodologije u razliCitim znanstvenim i industrijskim disciplinama.
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